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PARTIELE DIFFERENTIAALVERGELIJKINGEN

door

Prof.dr .R.Timman cursus 1963

Inleiding

In dit college wordt een overzicht gegeven van de theorie der par-
tiéle differentiaalvergelijkingen. Een partiele differentiaalver-
gelijking is een relatie tussen partiele differentiaalquotieénten van
een functie van twee of meer variabelen.

1. Vectoren

In de driedimensionale ruimte kiezen we een rechthoekig rechts-
draaiend assenstelsel met O als oorsprong.

De coordinaten of kentallen van een punt P 0

geven we aan met (x,y,z) of (x ,x, ,x;).

Onder de vector x = (x1,x 9 Xy ) verstaan we het gerichte lijnstuk

2
van 0 naar P.

De lengte der vector x geven we aan met lgl, dus

¥

2 4 x§) . (1.1)

= (2
Izl = (x2 + x}

Maakt § met de drie assen opvolgend de hoeken Quy @y9 Oy dan is

x; = Izl cos o , (1.2)

en
+ cos?a, + cos?a

2 -
cos? a, . 5 = 1. (1.3)

De vectoren ter lengte 1 langs de drie assen heten de drie
eenheidsvectoren. Ze worden opvolgend aangeduid met i, j en k.

De nulvector O is de . vector met lengte O.

De somvector x+y van twee vectoren x en y is de diagonaalvector
van het parallelogram, opgespannen door X en Y.

Het product Ax van.een vector x met een getal A is de vector met
lengte llllxl, waarvan de rlchting gelijk of tegengesteld is aan
die van x maargelang A > 0 of A < O,

In plaats van x + (=1)y schrijven we x-y.
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Men bewijze de volgende eigenschappen:

a. Als x = (x,,%,,x,) en 3 = (3,,7, +¥5 ), dan is
X+y = (x1 T, X, 4T, s X+, ).

b. 4Als x = (x,y,z) en A een getal, dan is
Ax = (Ax, Ay, Az)

. X+y = I

d. AMx+y) = Ax + Ay

e. (x+y)+z = x+(y+z)

f. Als x = (x,¥y,z), dan x = xi + yj + zk. (1.4)

Onder het inwendig product x.y van tv_wee vectoren
_ x = (x,,%,,%;) en ¥ = (3445, +75)
verstaan we het getal

L = X7, + X7, * %75, (1.5)

Men bewijze:

a. Ax#y)ez = Mx.z) + p(y.2z) (1.6)
b. XY = JoX
c. x| = (g:_.:ﬁ)'ar (1.7)

Is 6 de hoek tussen x en y, dan is

x.y = lxllgl cos 6. (1.8)

Bewijs: |yl cos 6 is de gerichte projectie van y op x; dit is
gelijk aan de som van de projecties van y11;_, yzj_ en y,l}_
op X.
Als x hoeken a,, a,, a; met i, j, k maakt, zijn deze

projecties gelijk aan y,cos o,, ¥,c08 @, , J; cos a; .,

lx| (y,cos o, + y,cos o, + y,co08 a )

5 XeY (zie 1.2)

Dus ixllyl cos 6

Voor twee vectoren x # 0 en y # O geldt dus:
als x loodrecht y, dan X.y = O en omgekeerd.
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= 1
0.

Tenslotte is i.i = j.Jj
en i.j = j.k

i
I 1w
Lol

Onder het vectorproduct of uitwendig product x Xy van twee vectoren

x en y verstaan we de vector waarvan de lengte gelijk is aan de
oppervlakte van het door x en y opgespannen parallelogram, en waarvan
de richting loodrecht is op het vlak door x en y zodanig dat ze past
bij een rechtsdraaiing van x naar y over de kleinste hoek.

XXy

Is 6 de kleinste hoek tussen X en y, dan is dus

lxx gyl = Ixilyl sin 8. (1.9)

Het vectorproduct is een representant van het door X en y opgespannen
parallelogram.

Men bewijze:

a. yxx ==~ (xxy)

b, (A\y)xx = AMygxx) (1.10)
Opm: onderscheid A > O en A < O.

c. x x(y+z) = (xxy) + (xx2z) ‘ (1.11)

Opm: is o het vlak.lx en ¥’ de projectie
van y op &, dan is xX y = XX y'.
Analoog voor z en y+z.
Gemakkelijk bewijst men: xx (y'+z') = (xxy') + (xxz').

de ixJ =ks Jxk =43 kxi = J; (1.12)
ixi = jxj =kxk =0.
e xxy = (x,7,-x,5,)1 + (x,7,-x,5)] + (x,3,-%,¥, )k
i i k
=|lx, % x (1.13)
Y, v, Y (zie 1.4, 10, 11)
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f. Bij een draaiing D van het assenstelsel (orthogonale afbeeldlng
met determinant +1) geldt:

(px). (Dy) = x.3y
(px) x (Dy) = D(xxy).

g. Bij een spiegeling S van het assenstelsel (orthogonale afbeel-
ding met determinant -1) geldt:

(sx) . (sy)
(sx) x (sy)

Xy
-S(xxy).

We vormen producten van drie vectoren.

Producten als (x.y). z of (x.y)x z hebben geen betekenis.

(x.y)z is de vector Az met A= X.¥.

Het getal (xx 1).2, het scalaire tripelproduct van x, y en z, is
gelijk aan de inhoud van het door X, Y en z opgespannen parallelepi-
pedum, vermenigvuldigd met +1 of -1 naargelang de hoek tussen xxy
en 2z scherp of stomp is,

Bewijs: |(xx y).z| is gelijk aan het product van de oppervlakte van
het door X en y opgespannen parallelogram en de projectie
van z op de loodlijn op dit parallelogram.

Men bewijze:

(gx2)ex = (zxx)ey =

a., (xxy).z

-(ix ZC-)._Z_ = '(gx Z)olt_ = -(EX _z_).z (1.14)
b. J% % % |
(xxy).z =|y, 3, J; (1,15)
2, % Iy |

De vector (xxy_)x 2z, het vectortripelproduct van x, y en 2z, is lood-
recht xx y dus gelegen in het vlak door X en y zodat

(xxg)xz = AX +pY.

Inwendige vermenigvuldiging met z levert
= Ax.2) + w(g.z)
zodat we kunnen schrijven

: A p(y.2)
n -p(%.z)
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waarbij p en scalair is.
Uit

(xxg)xz = pl(g.2z)x -~ (x.2)y}

blijkt dat p van de graad nul dus door een speciale keuze van
X, Y en z te bepalen is. .
De substitutie x =z =i en y = j geeft p = <1,

Resultaat:

(xxg)xz = (x.2)y -~ (g.2)x (1.16)

Opgaven en toepassingen:
a. Bewijs (1,16) door uitschrijving in kentallen.
b, Bewijs: .
(xxy).(zxu) = (x.2)(y.u) - (x.u)(y.z) (1.17)
Hieruit volgt speciaal:
lxxgl? = 1xf [gf - (x.g) (1.18)
c. Bewijs (1.18) meetkundig.
d. De parametervoorstelling van de loodlijn door p op het vlak door
a en b is: :

x=p + Aaxb).

e. De vergelijking van het vlak door p met a en b als richtingsvec~
toren luidt:

(EX E)’(.{.R) = 0,

De vergelijking van het vlak door a, b en ¢ Juidt:
{(a~c) x (b=¢) } . (x-c) = O,

f., De projectie van x op de lijn p+Aa is gelijk aan T%T (x.a).

g. De lijn die de kruisende lijnen £: x = p+ha en m: x = q+pb lood-
recht snijdt, heeft de vector axDb als richtingsvector.
zZijn A, en ¥, de bij de snijpunten behorende parameterwaarden,
dan is er dus een getal v zodat (p+Ma) - (g+w4b) =v(axb).

Inwendige vermenigvuldiging met axb, (axb)xb, (axb)xa onder
gebruikmaking van (1.14) geeft opvolgend:

v(axb).(axb) = (p~g).(axb)



PD-6

M (axb).(axb) = - {(p-g)x bl}.(axb)
w (axb).(axb) = - {(p-g)x a}.(axb)
Voor de afstand tussen £ en m vinden we:
| (p-q).(ax b)I

lax bl

2. Ruimtekrommen

Een ruimtekromme wordt beschreven door een vector, waarvan de
coordinaten functies zijn van één parameter:

r(t) = (x(t), y(t), z(t)).

De coordinaten worden voldoende vaak differentieerbaar verondersteld.

Onder de afgeleide van E(t) verstaan we de vector

» d
- = = (&x dy dz
r(t) = 37 = (5 3% dt) (2.1)

(Denken we ons t als de tijd, dan is i(t) de snelheidsvector).
i(t) heeft de richting van de raaklijn in r(t) aan de kromme.

Opgave: als x = x(t) en y = y(t), dan is

dx dy
a -
% &L =gz -L+E- 3T (2.2)

De lengte van de kromme r(t) tussen de punten E(to) en r(t,) is
gelijk aan:

E . . %
Jﬂ {r(t) . z(t)} at.

t
o]

Ist =t variabel dan wordt de lengte een functie van t:
t

s(t) =‘I\ {r(7) . é(T))% dt (2.3)

t
o]
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dus s(to) =0

en

Lo (e . ;(t)}* (2.4)

s(t) is de booglengte tussen de parameterwaarden to en t.

Een rectificeerbare kromme is een kromme waarvoor de integraal
bestaat.

In plaats van t nemen we nu als parameter de booglengteparameter 8.

Voor de kromme r(s) geldt dan

9 _ dx dy ds) _ (dx/dt dy/at ds/dt,
ds

ds ~ ‘ds’ ds’ ds/dt’® ds/dt' ds/dt

zodat

dr o .
| 32 74%— SR L RO =1

d
dat

dr

EE is dus een eenheidsvector.

it

De raakvector t
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dr

De raakvector t(s) = Eg is dus een eenheidsvector (2.5)

t(s) verandert dus alleen van richting. (s is op te vatten als de tijd,
indien het punt de kromme eenparig doorloopt.)

Uit t.t = 1 volgt door differentiéren maar s (zie 2.2)

at dat
2(t. 3z) = 0 dus 7= loodrecht t. (2.6)
gt i’ ‘
De vector P ook afhankelijk van s, is niet noodzakelijk een eenheids-
vector, & v | _
Stel gz T pa met inl = 1. ' ~ (2.7)

. dt
Definitie: lEE = % is de kromming van de kromme in het punt r(s);
p is de kromtestraal.

In elk punt r(s) van de kromme liggen de normalen op de raakvector
t(s) in één vlak: het normaalvlak.

dt
De speciale normaal n = pag heet hoofdnormaal.

Voorbeeld
Beschouw de ruimtekromme
r(¢) = (r cos ¢, r sin ¢, 0)
met ¢ als parameter en r comstant.
De kromme is een cirkel in het x~-y-vlak,
ir(edl =r.

De hooglengte, gérekend vanaf de x~as, is dus gelijk aan rQ.
Dit volgt ook door berekening, want i

g—% = v :_r:(cp).é((p) =r

en we stelden s(p=0) = 0,

Met de booglengte als parameter is:

r(s) = (r cos %, r sin %, 0)

t(8) = (~ sin %, cos %, 0)



PD-8

dus inderdaad [t(s)| = 1.

dt 8 1 -]
E;=(';'COB;, -;sin;, 0),

zodat (zie 2.7)
n = (~ cos %, - gin %, O0) enp =1,

De boven gegeven definitie van kromtestraal is dus in overeenstemming
met het begrip kromtestraal van een cirkel.

De twee vectoren t(s) en n(s) vragen om invoering van een derde: de
binormaal b(s) = txn. De drie eenheidsvectoren t, n en b vormen het
zogenaamde trieder van Serret-Frenet. Als het punt de kromme doorloopt,
verandert dit triéder. In het laatste voorbeeld is b(s) = (0,0,1). ~

Opgave a) Bepaal booglengte en het trieder van Serret-Frenmet voor
een punt van de schroeflijn gﬂw) = (r cos ¢, r sin ¢, a@).

db

b) Bewijs dat 3= een veelvoud is van m.

Opmerking 1

Een ruimtekromme is een vectorfunctie van één variabele (parameter).
Andere, nog ter sprake komende, functies zijn scalaire functies en
vectorfuncties, gedefinieerd op de ruimte: aan ieder punt r = (x,7,2)
wordt een getal ¢(r) = ¢(x,y,z) respectievelijk een yector

Calz) = g(x,y,zs = 151(x,y,z), az(x,y,z), a,(x,y,z) toegevoegd.

Men denke bij een scalairveld ¢(r) bij voorbeeld aan de temperatuur
(of potentiaal, of massadichtheid) in elk punt r. Bij een vectorveld
a(r) kan men denken aan de snelheidsvector die in elk punt r de
grootte en richting geeft van de snelheid die een deeltje in dat
punt heeft; of aan de electrische veldsterkte die in elk punt r de
grootte en richting geeft van de kracht die op een in r geplaatste
eenheid van positieve lading werkt,

Is de temperatuur of de electrische veldsterkte in elk punt afhanke=-
1ijk van de tijd t, dan krijgen we te maken met functies

o(x,7,2,t) respectievelijk alx,y,z,t).

OEmerking 2

Behalve de ons bekende integralen

f £(x) dx,ﬂ £(x,y) dx dy en jg £(x,y,2) dx dy dz,
G X

G
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waarin G opvolgend een 1=, 2-, 3-dimensionaal gebied voorstelt, zijn
voor ons van belang de lijnintegraal en oppervlakteintegraal,

Zij K een ruimtekromme, gegeven door r(t) = (x(t), y(t), z(t)),
t,gtgt, en ¢(x,y,2) een op K gedefinieerde functie.

Verdeel K in stukjes met lengte As, kies in elk stukje een punt
(2,n,0), dan is

j‘(p ds = 1lim T @(Z,1,0) 4s (2.8)
K 4s= o

de lijnintegraal van ¢ over K.
Een - hier niet bewezen ~ stelling leert:

t, ar
j‘ ¢ ds =f o(x(t), y(t), =z(%)) "E’E‘ at (2.9)
K t .

[e]

Is ¢(x,y,2) =1, dan isftpda:f ds de lengte van K (zie 2.3).
K K

Zij S een oppervlak in de ruimte, gegeven door de parametervoorstel-
ling r(u,v) = (x(u,v), y(u,v), z(u,v)), (u,v) in een gebied G van
het u-v-vlak. Verdeel S in stukjes met oppervlakte Ao, kies in elk
stukje een punt (%,9,0), dan is

J:J ¢ do = 1im T ¢(Z,n,L) Ac (2.10)

Ag— o

de oppervlakteintegraal van ¢ over S.
Een -~ hier niet bewezen -~ stelling leert:

ir dr
JT ¢ do =If¢(x(u,v),y(u,v),z(u,v))la—u-x5—; du dv
S G

(2.11)
waarin
E'_(EE oy 9z,
au ~ ‘du’ du’ ou
or

— = (3x 8y 2z,
ov dv® ov® av’°

1
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Voorbeeld
Een bol S met straal r om O wordt gegeven door

;‘_=(rc05(psine,rsin(psin6 r cos 9)
(0OLpg2, 0O KW

ar

£=(-rsin(psine,rcoscpsina,o)

ar

33=(rcoscpc056,rsin(pcoae,-rsine)

) or ' ,
Men vindt: ‘-gjis—l =r |sin 6|, zodat de oppervlakte der bol gelijk
L4

is aan (p(x,5,2) = 1):

ﬁ‘da= f f r |sin ©] d¢ 40 = 4m?.

¢=0 6=0

Uiteraard zijn beide begrippen en stellingen hiermee niet exact
behandeld.

De gradientvector van een scalaire functie

zij ¢(x,y,z) een functie, gedefinieerd in elk punt van de ruimte,
voldoende vaak particel differentieerbaar.
Zij r, = (xo,y 2 ) een vast punt en n = (£,m,n) een eenheidsvector.

De afgeleide van ¢ in T, in de richting van de x-as ls

(Mx ) (d(p(x,y 22,) )

r x
=0 (<]

Analoog —;? en %;f.

Teneinde te kunnen spreken over de afgeleide van ¢ in r, in de
richting n, bepalen we ¢ op de lijn door z, met richting n. Deze lijn
heeft de parametervoorstelling r =r_ + ns (Inl =1, dus s is de
booglengte), zodat op deze 1ijn ¢(x,y,z) = <p(x°+.es, ¥ tms, z°+ns)

een functie van één variabele is, namelijk van de parameter s.
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We noemen nu (%g) de Eichtingsafgeleide van ¢ in z, in de richting
5=0
n, en schrijven voor deze grootheid (%ﬁ) o

Lo
Dus (definitie)

(%) - (5‘1’-(%-@'2) (3.1)

8=0
=0

Opgave. Bewijs dat, als @ = (1,0,0), (-g-g) = (%-;!) .
- T

r, z,

Met behulp van de kettingregel kunnen we achrijven

do(r_+ns) 3 3 2
(—-—‘—°——-—) =& (& D & (D (B
ds s=0 ox P ds ° 8y r ds 0 0z r ds o
- =0 =0 )
= (e Je d¢
G 2+@D n+ (3D a.
r r r
~0 =0 =0
Co. 20 09 B9 '
Beschouwen we ey 3y’ 3z als de kentallen van een vector, gradient-
vector genbemd:
grad ¢ = (2e %o 2o, (3.2)

ax*® dy® 0%

en is 0 de hoek tussen n en grad v, dan is iﬁ elk punt
r (zie 1.8; |nl = 1):

—g—(ﬁ =n ., grad ¢ = lgrad ¢l cos © (3.3)

Gevolg 1. %ﬁ is maximaal, als 6 = O dus als n de richting van

g;hd tp heeft.
Uit deze eigenschap blijkt dat grad ¢ omafhankelijk wvan
het gekozen coordinatenstelsel te definieren is.

Gevolg 2. %% = 0, als n loodrecht grad ¢.
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Bewering
De vectoren n waarvoor (g% = 0 zijn de raakvectorenm in r, aan
=0

het oppervlak ¢(x,y,z) = constant door r,e

Bewijs: het oppervlak S door r, waarop ¢(r) constant is, heeft als
vergelijking

o(x) =o(z.). *)
n is raakvector in r, aan S, als de 1ijn
(z) =z, + ns (**)

met S twee samenvallende snijpunten heeft. Deze snijpunten
worden gevonden door s op te lossen uit (*) en (**),

Substitutie geeft

o(z +ns) = o(z ),

of (linkerlid ontwikkelen in een Taylorreeks)
o 1 ey Lo -
w(go) + (ds)oa +3 (dsz)o 82 + o.0 = w(go)

of (zie 3.1)

S{(g% '+%(g-2£)s+ooo}=00

- 20 ds?

We vinden twee oplossingen s = 0; d.i. twee samenvallende snijbunten
= i -a—(a
r =r_, indien (an) = 0. En omgekeerd.

_rw ]
Dus het raakvlak in r, aan het oppervlak o(r) = w(go)
staat loodrecht op (grad ¢), (3.4)
.ﬂ
De vergelijking van dit raakvlak is (r-r ).(grad ¢)_ = 0.

Voorbeeld

Voor een stuk metaal dat in een punt verwarmd wordt is T(x,y,z) de
temperatuur in r op een vast tijdstip. De oppervlakken T(r) = constant
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hebben in elk punt grad T als normaalvector. Deze -temperatuurgradient
houdt verband met de warmtestroom.
Onder de warmtestroomvector I(r ) verstaan we de raakvector in I,

aan de stroomlijn door r , waarvan de grootte gelijk is aan de hoe=
veelheid warmte die per_gljdseenheld en per. oppervlakteeenheid
stroomt door een opperviakte~element dat in r raakt aan het opper-
vlak (z) = T(z). -

Experimenteel blijkt (bij benadering):
I=2Agrada T
voor elk punt r binnen het beschouwde medium.

Is Ao een oppervlakte-element dat in r, raakt aan T(r) T(r'), dan

gaat door Ac per tijdseenheid: Acll(;o)l (Ag) Al (grad T) l.

Maakt Ao een hoek 6 met het raakvlak dan gaat door Ag per tijdseen-
heid evenveel als door zijn projectie op het raakvlak, dus
Aolg(go?i cos 8 = (a0)(I(z ).n) = (4o) A( ) .

-o
als n de eenheidsnormaalvector op Ag in r, is.

De divergéntie van een“vector

Zij w(r) het vectorveld vaid een stroming in een medium: in elk punt r
raakt v aan de stroomlijn, terwijl |v| gelijk is aan de hoeveelheid
materie die per tijdseenheld en per oppervlakte~eenheid stroomt door
een oppervlakte-element in r loodrecht v.

Zij S een gesloten oppervlak in het medium.

Onder de flux F van y over S verstaan we de hoeveelheid materie die

per tijdseenheid door S stroomt (stroming naar buiten positief
gerekend).

Zij Ao een oppervlaktemelement in r rakend aan s, n de t.o.v. van S
naar buiten gerichte eenheidsnormaalvector op Ag in r, en 6 de hoek
tussen n en ¥.

De hoeveelheid materig die per tijdseenheid door Ag stroomt is

so(v.n).

Immers de loodrechte doorsmnede van de cilinder door Ao met y als
richting, maakt een hoek 6 met Ag. Dus de hoeveelheid materie per
tijdseenheid is (loodrechte doorsmede): |v| Ao cos 8 = (v.n) Ad.

&
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We zien dit ook als volgt. Is Y de projectie van ¥y op n en
-Y-t=1'!n’ danls!tlood-
recht n. De stroming wordt
alleen veroorzaakt door A dus

de hoeveelheid materie per tijds-
eenheid is gelijk aan

dcly | =|7lac cos @,

Dit is de flux door Ag.
Voor F vinden we (zie 2.10)

F =f! 102 do (#.1)

F 1s de hoeveelheid materie die binnen S ontstaat (is de materie
incompressibel en bevat S geen bronnen, dan zal F = 0 zijn).

Voorbeeld

Zij 5 de bol |r-p| =a en v = r=p.

De normaalvector op S heeft de richting
van ¥, dus v.n = |vlin| =|v] = a

zodat de flux van y over S gelijk is
aan

3

Jﬂ (z-p).n do =lzz-9. do = aff do = a. kma? =3V (4.2)
S S

waarbij V het door 5 omsloten volume voorstelt. Dit vectorveld is
dus niet bronvrij.
Binnen S ontstaan 3V eenheden, dus per eenheid van volume 3 eenheden.,
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We zien dat in dit voorbeeld lim (flux) = O en lim (flux / volume) = 3.
a=® o a—= o

In het algemeen (voor een fatsoenlijk vectorveld) zal lim (flux) = O.
' V-+ o
Voor de limiet lim (flux / volume), die afhankelijk zal zijn van
V= o
(x,y,2), kan men bewijzen dat ze onafhankelijk is van de vorm van S.

Onder de divergentie van een vectorveld v in r verstaan we nu dat

getal, dus
lf y.u do (4.3)

(S is een gesloten oppervlak om r met volume V en uitwendige normaal
n).

<=

div v = 1lim
V- o0

Zo is bijvoorbeeld div r = 3 (zie boven).

Stelling: Met v = (u,v,w) is

. du dv  Ow
div ¥ =35y * dy ¥ 8z (4.4)
(bijvoorbeeld div r = %§ + %% + %% = 3)

Bewijs: Neem voor S de begrenzing van een rechthoekig blokje met
ribben evenwijdig aan de assen en met de punten O en Ar =
= (Ax,Ay,Az) als twee der hoekpunten.

Met S ,S5 ,8,,5 ,8 ,S. geven we de zijvlakken aan die opvol-
a'’ v g r'" o

gend liggen in de vlakken x=0, x=8x, y=0, y=8y, 2=0, z=4z.

Voor SZ en Sr zijn de t.0.v. S uitwendige normalen:

(04=1,0) en (0,1,0) zodat v.n = -v(x,0,2) op S, en
v.n = +v(x,8y,2) op S

Onder gebruikmaking van de middelwaardestelling der
differentiaalrekening en die der integraalrekening,
vinden we:
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Ax Az -
dx‘[ dz {v(x,Ay,2z) - v(x%,0,2)} =

4 4 v
Ay dx dz (sg(x,nz,z)) =
)

[¢)

ik -
AyAxAz Ei(tz,nz,ca), waarbij (&, 40, 4§, ) een punt van

het blokje is.

Analoog

jj‘x.g do + jj‘l.g do = AxAyAz 2& (81 3,01 )
S S_ .
v

a

j]ax.g ac + j]’z.g do = AzAxAy %% (Esms 555 )
S Sb

o

V = AxAydz, dus volgens (L4.3) is

: _¢du ov Ow
(le 1)0 -(an) + (ay + (az’ ®
- [0} o] o]

Voor (div X)r nemen we het blokje met r en r + Ar als hoekpunten.

Het bewijs vzrloopt op dezelfde manier.

Het getal (div !)r geeft aan de hoeveelheid materie die in r per

eenheid van tijd en eenheid van volume ontstaat.

Voorbeeld

(zie blz., PD=12). Hebben we een stationnaire temperatuursverdeling
in een metalen blok (T onafhankelijk van de tijd), dan is dus
div I = O.
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Omdat I = A grad T, moet T dus voldoen aan (A constant verondersteld)

div (A grad T) = O
of div grad. T = O

T OT OT

of div(g;,g;,g;) =0
2 2 2

of 9T, 8T ,2I_, (4.5)
ax? ay’ 0z’

(4.5) is de vergelijking van Laplace.

Divergentie theorema (Stelling van Gauss)

Is v een vectorveld in de ruimte, S een gesloten oppervlak dat een
gebied G met volume V omsluit en n de uitwendige normaal op S, dan

is
l], Yen do = jl]i div v dt (4.6)

Bewijs: Verdeel G door een stelsel vlakken in blokjes met volume A V
en zijvlakken S; yeee45g

In zo'n blokje is (div x)r AV ~ ;2; lj,l.g do.
J

Valt het zijvlak Sj van een blokje samen met het zijvlak 53’

van een buurblokje, dan is (tegengestelde normalen) .

jjvl.g do + l]'x.g do = O.
S, '
J 3
Aan de som (div v)_AV wordt dus door de inwendige
okjes -r

blokjes geen bijdrage geleverd, terwijl de bijdrage van een
randblokje gelijk is aan

j] ve.n do, als Sr het zijvlak is dat op S ligt.
S

. r
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Dus

okjes (div !)EAV = randblokjes £]ﬂz°2 do

r

of (limiet nemen met AV - Q)
jl]‘div v dt = l]iz.g do

Gevolg: In een divergentie vrij veld is ljjx.g do = O voor elke

gesloten oppervlak S.

Voorbeeld

We verifieren de stelling van Gauss voor het getal v = (x’,y’,z’);
G : Izl < a. (a is een constante).
De vergelijking van S is: |£] = a, dus een parameter-voorstelling:

r(u,v) = (a cos u sin v, a sin u sin v, a cos v)

(0Sus2n, 0S<v<n)

T
= 1
n= T?I- = 'a- (x,y,z)
Op S is
Yen = % (x* + y* + 2"

a’(cos* u sin* “usin® v + cos® v)

= v + sin

or 13 )

D .4 = 3 .

sTX =2 | sin vl
Dus (zie 2.11) on .

j]‘x.g do =.f du.[ dv a’(cos* u sin"* v +

S [o} o

. _ & . & 4 .
+ sin® u sin” v + cos® v)sin v
¢ = 12 .5
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div v = 3(x? + y2 4+ 2?) = 3r?, dus

27N L a

fff div v dt =f du f dvfdr (3r® )r?sin v
G . o o o

We voeren een vectoroperator, de nablavector, in:

3 8 2
V = (&, 75 32 (4.7)

Dan kunnen we dus schrijven

grad ¢ = ‘7¢ (4.8)

en
div v =\{/.v . (4.9)

Opmerking
De eigenschap ¢v = v¢ geldt niet voor de vector‘?ﬁ
Tenslotte nog de (scalaire) operator van Laplace:

a2 a? 9?
A =V'v= axT + ayz + ) L ({"-10)

2z
Hiermee is (4.5) te schrijven als AT = O,

Opgaven:

a. Bewijs:
grad(9¢) = ¢ grad ¢ + ¢ grad ¢
b. Bewijs:
div(ey) = v.grad ¢ + ¢ div v . (%.11)

c. Bewijs:

Vele Vo) = (Jo)o (Y + 08 ¢ (4.12)
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Verifieer de stelling van Gauss als

v = (2,52 z,52)
en |

G: Kubus 0 £ x <1, 0Ly <1, 0z <K 1.
G is een gebied in de ruimte met randoppervlak S.

r = (x,y,2).

Bewijs: L]’Iglz(g.g) do = %gl[ l;lz dt

S is een gesloten oppervlak dat een gebied met volume V omsluit.

r = (x,5,2) ;3 r = lzl.

g (n.grad r’) do

Druk

J

uit in V.

. - yz s 2
Gegeven: v = (ye’”, - sin(x+z) + y, X
¥ +y +2%2 =1
z 2 0.

- z)

is de halve bol {

n

n is de normaalvector op S, van de oorsprong afwijzend.

Bereken: js‘[ (.‘.’.°£) do

(Antwoord: # m ; aanwijzing: gebruik de stelling van Gauss, maar
bedenk dat de gegeven S nog geen gesloten oppervlak is).

G is een gebied in de ruimte, omsloten door S.

Bewijs dat
ff (x*+ y*) dat = -?,:[J (x*+ y2)(xi + yi).n) da.
G
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De rotatie van een vectorveld

Onder de rotatie van een vectorveld v = (u,v,w) verstaan we de

vector

rot v=YXxu¥ (5.1)

!

Dus (zie 1.13 en 4.7)

W _ov, , Qu_ 3w , @v_du

-

We zullen voor rot ¥ nog een andere uitdrukking afleiden. Daartoe
beschouwen we eerst de draaiing van een star lichaam om een vaste
as (door de oorsprong gedacht). Zij P een punt van het lichaam met
plaatsvector r(t), r = |ri, a de hoek tussen de as en OP en ® de
hoeksnelheid. Tijdens de draaiing beschrijft P een cirkel C met
straal r sin o in een vlak V loodrecht de as. De afstand van P tot
de as is dan r sin a. De snelheidsvector v in r, in V raakvector aan
C, staat loodrecht op het vlak door OP en de as, terwijl |1| =

= wr sin a.

Dus kunnen we schrijven

y=aXxg (5.3)

als w de vector langs de as is met |g| = W en een bij de draaiing
passende richting (zoals de voortgaande beweging en de draaiing
van een rechtse schroef bij elkaar passen).

Dus

r(t + 8t) = r(t) + (wat) x p(t). (5.4)

[Laat nu het lichaam tegelijkertijd draaien om twee elkaar snijdende
assen met hoeksnelheidsvectoren ®, en ®W,. In de tijd At wordt P
verplaatst van r(t) naar r(t + At). We kunnen r(t + At) echter niet
bepalen door in (5.4) voor w te substitueren w = w, + w,.

Is p,(t + At) het punt waar P terecht komt als we het lichaam eerst
een tijd At onderwerpen aan de draaiing w, en daarna een tijd At
aan de draaiing w,, dan is (in (5.4) voor r(t) substitueren

r(t) + (at) @, x r(t) en voor g substitueren w,):

pa(t + at) = p(t) + (at) (@ x z(t) + @ x x(t))

+ (at)2w, x (@ x p(t)).
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Met de draaiingen in omgekeerde volgorde komt P terecht in
P (t + At) = r(t) + (At)(w, x r(t) + @, x r(t))
+ (At w x (@, x r(t)).

Kennelijk is p,(t + At) # p, (¢t + At).

Wel geldt
py (t+at) - r(t) p, (t+4at) - r(t)
v = 1lim = lim =

At— o at At— o at

Zij K een vlakke gesloten kromme,

Onder de circulatie van v langs K verstaan we de lijnintegraal
(zie 2.8) '
lx-:c. as = [mﬁ (5.5)

(t : eenheidsraakvector aan K)
Als w de hoeksnelheidsvector is bij de rotatie om een vaste as

(dus v = w x r), K een gesloten kromme in een vlak V, n de een-
heidsnormaalvector op V, O de door K omsloten oppervlakte, dan is

lxx.gg = 2(w.n)O (5.6)

(K wordt doorlopen in een bij n passende richfing).

Bewijs: Stel V | as.
as = lim E-Y_o_é_s_
As™ o

= 1lim I lvl(projectie van As
As~ o op v)

= lim I wp (hoogte van de
As- o driehoek)
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]

lim I 2w (oppervlakte van de
As— o driehoek)

= 2w0.

V willekeurig. Z2ij W eén vliak | as; K' en 0' de projecties van K en

O op W; © de hoek tussen V en W,
dus ook tussen ®w en n. Het inwen-
dig product v.As is gelijk aan
het inwendig product van de pro-
jecties van v en As, omdat v ge-

1ijk is aan de projectie van v.

2 w 0 cos8 = 2(w.n)O.

Uit v is dus w te vinden.

Het Eetal

|
0 lwl'gﬁ

is maximaal als K in een vlak loodrecht op de as ligt.
Verder merken we op:

Y=0xr=(0,z-070%=-0z2,6uy-yx)

dus

rot v = (2w ,20, ,20; ) = 2w.
Voor een algemeen vectorveld v = (u,v,w) zullen we nu bewijzen,
dat in r

lim

jn v.ds = n.rot ¥ (5.7)
0> o

K

Of-
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waarbij K een gesloten kromme is in een vlak door r, O de door K
omsloten oppervlakte, n de eenheidsnormaalvector op het vlak door
K, terwijl de omloopszln van K en de richting van n bij elkaar
passen.

Bewijs: Zonder bewijs wordt hier meegedeeld dat de limiet in het
linkerlid onafhankelijk is van de keuze van de kromme in
het vlak. Het vlak behoeft geemn plat . vlak te zijn.

Breng door I, = (xo,yo,zo) het vlak z = z, aan, en beschouw in dit

vlak als gesloten kromme K de gebroken 1ijn ABCDA met

A

(xo,yo,zo), B = (xo+Ax,y°,zo), C = (xo+Ax,yo+Ay,zo),

o

)
~~
™
o

Q
+
>
]
»

N
N

Ff‘—ﬁ
i<
IQ
Lﬁ
3
15
+
W
Is
|5
+
%
Iz
|5
+
e
Is
|5

x°+Ax yo+Ay
= ‘ja u(x,yo,zo) dx + jﬁ v(xo+Ax,y,zo) dy
%o Y
4
x_ +4x
o
Al 2 y - fu(x,yo-c-Ay,zo) dx
*o
»
c
X ¥ +oy
- Jﬁv(xo,y,zo) dy =
Yo
Yorboy
= =AY f (xy+n1,z)dx+Ax f (x+§,,y,z)dy—

Yo
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ou ov v
= =AyAx 3y (%°+§2,y°+n1,zo) + AxAy i (x°+§1,yo+n2,zo)

zodat (O = AxAy)

l1im % V.ds = %% - %2 = (rot v) .
O+ o0 \ J

Stelling van Stokes

Zij K een gesloten kromme en S een oppervlak met K als randkromme,

dan is
ll.g - ﬂg_.mt v do (5.8)

waarbij de richting van n, de normaal op S, past bij de omloopsrich-

ting van K.

Bewijs: Verdeel S door een stel-
sel lijnen in vier-zijdige
oppervliakte-elementjes met
oppervlakte AS en zijden
Kqs Kpy K3y K4

Nu is locaal

Valt zijde Kj samen met zijde K! van cen buur-element, dan is (tegen-
o

gestelde richting van doorlopen)

f x-gé +£ loi§ - 0-

K. '
J

Aan.SZg.rot v AS wordt dus door de inwendige oppervlakte-elementjes
geen bijdrage geleverd, terwijl de bijdrage van een randelement gelijk
is aan
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i Y.ds als Kr de zijde is die op K ligt.

Dus

of (limiet nemen met AS- o)
i‘f n.rot v do = lz.ge_

Opgaven:
i. Verifieer de formule van Stokes voor het geval:

(x,x,x)

v
S : X+ y°+ 2°= k4, z = 0.
j. Ook, als v = (x,x,x) en

S

k. Bepaal
ij‘g.rot v do als ¥ = (x,x,x)

(n is de normaal naar buiten)

x%+ y’<s 4, z = O,

en als S het gesloten oppervlak is dat omntstaat door
vereniging van de oppervlakken uit i) en j).

1., Verifieer de formule van Stokes, als ¥ ='£ en S de driehoek met
hoekpunten (1,0,0), (0,1,0) en (0,0,1).

m. Bewijs:
rot (gv) = ¢ rot v + (grad ¢) Xy

en

Enkele opmerkingen

Een veld Vv heeft een potentiaal, als er een functie a bestaat zodanig
dat in elk punt van het beschouwde gebied v = grad a.
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Een veld v is conservatief als J v.ds = O voor elke gesloten kromme
K

in het beschouwde gebied. (Is v een krachtvector, dan wordt in dit

geval langs een gesloten weg geen arbeid verricht).

Een veld v is rotatlevrla als in elk punt van het beschouwde gebied
rot v = 0.

Een veld v heeft een vectorpotentiaal, als er een veld a bestaat zo-
danig dat in elk punt van het beschouwde gebied v = rot . 2.

Een veld v is bronvrij als J/ v.n do = O voor elk gesloten oppervlak
: )
in het beschouwde gebied.

Een veld v is divergentievrij als in elk punt van het beschouwde
gebied div v = O.

Voor twee oppervlakken S, en S, met dezelfde randkromme K geldt

(zie 5.8)
l]‘n.rot v dd = J]'n.rot v do
S

1 2

(n passend bij K),

of - de vereniging S van S, en S, is een gesloten oppervlak dat een
gebied G omsluit -

jlig.rotbz do = 0O

(n tov G naar buiten)

Conclusie: als Y = rot ¥ en S een gesloten oppervlak dan

g_‘(_.g do = 0 | (6.1)

(een veld met een vectorpotentiaal is bronvrij).

Met (4.6) volgt, als ¥ = rot v

fﬂdivld't':O
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Dit volgt ook door berekening (doen!), want voor elk veld v is
divrot ¥y =0 of v.(vxy) =0 (6.2)
(een veld met een vectorpotentiaal is divergentievrij)

Ogmerking

Bij de berekenlng maken we gebruik ervan dat de componenten van v
continue parti€le afgeleiden van de tweede orde bezitten.

We beschouwen nu een functie ¢ (x,y,2z) met continue partile afge-
leiden van de tweede orde.
Men toont door berekening aan:

rot grad ¢ = 0 (6.3)

of als ¥ = grad ¢ dan rot v = Q.
(een veld met een potent1aal is rotatievrij).

Omgekeerd: Geldt voor een vectorveld v in een gebied rot vy=20,
dan is er een functie ¢ zodanlg dat in dit gebled
= grad ¢.
een rotatievrij veld heeft een potentiaal),

Bewijs: Het is duidelijk dat als ¢ een dergelijke functie 1s, ook
de functies ¢ + constante voldoen.

We geven ¢ in een punt A de functiewaarde @, Zij K een weg van A

naar een puant B.

We definieren nu:

¢(B) = ¢, + v.ds

Deze definitie is slechts geoorloofd als de lijnintegraal
jB v.ds onafhankelijk is van de gekozen weg.
. B
X A $Ka
A

Beschouw twee wegen K, en K, van A naar B en zij

K de gesloten kromme K; + (=K, ).



PD-29

Volgens (5.8) is nu, omdat rot y = Q,

_Y.o S=O.

o

(een rotatievrij veld is conservatief)

Dus
fz.g§+ fv.ds-o
Ky -X,
of
[zoae - [1.g0
K, K,

De definitie is dus geoorloofd.
Is nu v = grad ¢?
Stel B = (xo,yo,zo) en meem B' = (xo,y + AY,2 ).

® o
©(B') - ¢(B) = ¢, * lB Veds - (wA + lB v.ds)

"
e
i<
®
Qo
m
+
H
1<
L]
|5
1
H
<
®
Q.
2

Yo th )
= j‘ v(x 1712,) dy
yO

= By.vlx .y, + ",z )

dus , g ) - ¢(xo,y°+Ay,zo) - ¢(xo,yo,z°)
VAX T, N, o) T By

of (limiet overgang)

v(xo,yo,zo) = (==
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= (e
Analoog u(xo,yo,zo) = (ax)r
=0
- (2¢
W(xo’yca’z'o) N (az)r
=0
dus
¥ = grad o¢.

Voorbeeld 1

Het gravitatieveld der aarde

Kies z~-as loodrecht aardoppervlak naar boven.

De kracht op de eenheid van massa wordt gegeven door het veld (0,0,-g).
De door de kracht verrichte arbeid bij verplaatsing van m eenheden van
massa van een punt A naar een punt B is (k = (0,0,-mg)):

“B
lB k.ds = -mg J, dz = --mgj(zB - ZA)
Zp
Voor elke gesloten kromme is gk.ds = O : het veld is conservatief.
Het veld is rotatievrij: rot k = Q.
Het veld heeft een potentiaal: met ¢ = -mgz + C is k = grad ¢.

Kiezen we ¢ = 0 als z = O, dan is ¢ = -mgz.

Voorbeeld 2
Het gravitatieveld der zon

[De krachten die de zon en de aarde op elkaar uitoefenen zijn naar
elkaar gericht en in grootte gelijk aan evenredigheidsconstante X
m_m
-fré waarbij m, en m, de massa's zijn van zon en aarde,

en r de afstand is van 2 tot Al.

Neem een co3rdinatenstelsei met de zon als oorsprong. De kracht op m
massa-eenheden in r wordt gegeven door het veld k waarvoor geldt
(r = Izl) : in elk punt is k naar 2 gericht en k|l = m.
2
r
(Afgezien van een evenredigheidsfactor).

Dus

Men toont door berekening aan: rot k = Q.

&
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Het veld is rotatievrij: er moet dus een potentiaal bestaan.

Neem punten A en B op een rechte door Z op afstanden r, en r, van Ze

Ir I,

T,
: ' 2 1 ‘ ? ar
®(B) =¢, +) kds =9 -n) -—rdr=¢ -m] ===
A . A 2 r3 A e r?
1 1 4 .
=¢A+m(l-_?_.)
r, T,

dus @(z) = C + % en k = m grad %;

De equipotentiaalvlakken zijn de vlakken r = constant (bollen om Z).

We berekenen nog de flux door een bol S met straal r om Z.

¥ zodat ken = = —,

S is een bol, dus n = d

r

? = —-0—2— ”92=-£-
(Of: kon = gradp.n = 32 = (5 is een bol) = 2% r’)'

De flux door S (zie 4.1) is gelijk aan:

m
- = . b= r? = ~ bnm,
r

dus constant voor elke bol om Z.

Berekening leert:

Oinr #0

= - X L 2= L7
div k= - m div (5 45, ) {niet gedefinieerd in 0.

r

Zij S een gesloten oppervlak dat een gebied G omsluit.

7 niet in G: flux door S = O (stelling van Gauss).

A in G: de stelling van Gauss is niet toepasbaar. Sla nu een
bol B om Z met randoppervlak S,; B in G.

Op het gebied G~B, begrensd door S en S,, is de stelling van Gauss

toepasbaar:
ﬂ k.n do=0

1
(n t.o.v. G-B naar buiten)
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' [Jer f[ ken do

S
(n t.o.v. G resp., t.o.v. B
naar buiten)

dus ‘ - -
Z in G: flux door S = - 4nm.

Opmerking
divk =0 inr # O betekent dat C + % een oplossing is van de

vergelijking van Laplace: A¢ = O.

Kromlijnige orthogonale codrdinaten

Tot hier toe werkten we met rechthoekige coordinaten: Xy Ty Zo

We hebben, naast definities die onafhankelijk van het coordinaten-
stelsel waren, uitdrukkingen gevonden in deze rechthoekige
coordinaten voor

lijnelement ds = a + dy? + dz?

volume~element : AV = Ax Ay Az

gradient : grad U(r) = (a ’ ay :g)

divergentie : div v(r) = du , v 3w
& : - dx = 3y T 3z

3y ~ 9z 9z " 9x’ 0x
U

rotatie 0w dv Jdu ow dv - ng

rot v(r)

Laplace-operator div grad U(r) = g, + .

Voeren we nu parameters q_, q , q. in, zodanig dat de functies
1 2 3

x =x(q,,9,,q,)
= y(q1,q2,q3) (7.1)
z = 2(q,,9,,9,) '

in elk punt een 1-1-~duidig verband geven tussen het drietal (x,y,z)
en het drietal (q, 39,+9;), dan is (q +d5) op te vatten als een
nieuw stel coordlnaten, kromlijnige inqiet algemeen, van het
beschouwde punt.
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Deze coordinaten zijn orthogonaal indien in ieder punt de
coordinaatlijnen t.w.

{a, =c,5 a5 =¢,}, {g; =¢,, q, =c,} en{q, =¢,, q, =¢,)

loodrecht op elkaar staan.

Een scalaire functie U(x,y,z) uitdrukken in deze coordinaten
betekent: substitueer (7.1).

Van een vectorfunctie v(x,y,z) willen we de componenten kennen
langs de nieuwe coordlnaatlljnen. Door substitutie van (7.1) vinden
we deze componenten niet: het blijven de componenten langs de

X~, ¥y~ en z-as, uitgedrukt in 9,9 9,5 9,

We beschouwen dit probleem hier niet algemeen, bepalen slechts
enkele uitdrukkingen in cilinder~ en bolcoordinaten.

Cilindercoordinaten (r,¢,z)

r cos ¢
r sin ¢

z

rs 0K ¢ <2m.

(7.2)

oNd M

A ouon

= VxZ+y?
te bepalen uit tan ¢ = % en het teken van x of y

dus

N € B

= 2

De coordinaatvlakken zijn cilindervlakken (r = C, ), vlakken door
de z~as (9 = ¢,) en vlakken . z-as (z = ¢;). Het' zijn orthogonale
coordinaten.

Een vermeerdering van r met Ar, van ¢ met Ap of van z met Az
geeft aan het punt (r,p,z) een verplaatsing langs de betreffende
coordinaatlijn respectievelijk ter grootte Ar, ri¢ s A2,

Lijnelement : ds? = dr? + r2d¢? + dz2,
Volume-element: AV = (Ar)(rae)(Az) = r ArAgAz

De component van grad U in een richting is, als AL de grootte van
een verplaatsing in die richting is, gelijk aan

toename van U bij de verplaat81ng

lim

Al-o Ak
In cilindercoordinaten is
~,0U0 19U ovU A
grad U = (57, 3 T (7.3)
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bv.

(grad U), = lim U(r, ¢+bd¢, z) ~ U(r,e,z) .
M A~ o rly

Laat vectorveld v in cilindercoordinaten gegeven zijn:

v o= (v, ,7,,v;)

divy = 1m D%
AV- o
\\\\: ~‘~\‘ ‘
(r+Ar)Ag
A
rig

flux door het volume-element =

v, (r,9,2) roghz + v, (r + &r,0,2)(r + Ar)lpAz +
- v,(ry0,2) Ar Az + v, (r, 9+dp ,2) AT Az +

v, (ry9,2) rArdop+ v, (ry0,2 +.42) r Ardp =

Io:

9
= {v,l (r+e, ,(p,z)(r-c-c‘)}ArAcpAz + " v, (r,q>+c2 2Z)AQoA T Az +

Q

+ a—a; v, (ry9,2+5) Az r Ardey

AV = rArdp Az

dus in cilindercoordinaten:

1 a(rv1) A v,

diV»1=;—a—;—+;-5";-+'5;—. (7@4)

De Laplace-operatie in cilindercoordinaten (met 7.3 en 7.4):

AU = div grad U

1 9 3U 1 2*u  ?%u ‘
T or (r ar 4 rz ‘éTp'.:,- L J Ozz ® (7o5)
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Zonder bewijs vermelden we:

Als g = (v,,v, ,v;) in cilindercoordinaten, dan

610} 0z

1 {av3 a(rvz)} dv, ov,
' 9z or

a(rv, ) dv, )
or ¢ }

e B
——

rot_v_=(; ’

(7.6)

Bolcoordinaten (r, B, )

X =7 ¢co8 P cos ¢
Yy =1 cos Bsin ¢
z =71 sin B Te7)

r20; dn>pe-dn; 0 o< 2n

(B is de breedtehoek; met 6 als poolhoek is B = 4n -~ 0,
dus toenemende P komt overeen met afnemende 6)

dus
r = VxZ+y2 +22
B te bepalen uit tan P = —
VETayT

¢ te bepalen uit tan ¢

]

% en het teken van X en y.

De coordinaatvlakken zijn bolvlakken (r = ¢,), kegelvlakken (B = c,)
en vlakken door de z-as (¢ = c;). Het zijn orthogonale coordinaten,
Een vermeerdering van r met Ar, van § met AP of van ¢ met A¢p geeft
aan het punt (r,B,9) een verplaatsing langs de betreffende coordinaat-
lijn respectievelijk ter grootte Ar, raAB, r cos BAg.

Lijnelement ds? = dr? + r? dp® + r? cos® B d¢?
Volume-element: AV = (Ar)(raB)(r cos B)Ap = r2 cos B Ar ABAg.

In bolcoordinaten is

00U 1 oU 1 oU
grad U = ('5?’ T 9’ r cos B 326 (7.8)
want. bv
° - U(r'B"‘P +A(P) o U(r,B,‘P)
(grad U)<P B iin-l»o r cos BAg °

Laat v in bolcoordinaten gegeven zijn: v = ‘(v1 A A e
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/
') s s
,0{/ AA, = BB, = GC, = DD, =Ar
vy’ AD = BC = rAB s A,D, = B,C, = (r+Ar)Ap

Y AB = r cos B Ap ; A,B, = (r+Ar) cos B A¢
DC = r cos (B+AB)Ag ;3 D.C, = (r+Ar) cos (B+AP) A¢
Coas flux
div v = 1lim - °

AV— o

flux = - v, (r,B,0) r? cos B ABAQ + v, (r+Ar,B,¢)(r+ar)2cos B ABAQH
- v, (r,B,9) © cos PAT Ap + v, (r,B+4B,p) T cos (B+A4B) Ardg +
- v (r,B,9) r AxrAB + v,(r,B,(p +Ap) » Ar AB

= -g-r- {(:r4-.~:,‘)2 v,(r+e,,B,9)} Ar cos B ABAp +
+ igp— {cos (B+e,) v, (r,[3+s:2 s9))} AB rAr Ap +
+ 59(-; {v; (roByp+es)} A9 rArap .

AV = r2 cos B Ar AP Ay dus

¥r?v,) 1 a(v,cos p) 1 dvy
div y = ;.—2- ir * T cos B ap * ¥ cos B oy
(7.9)

Voor de Laplace-operatie vinden we (met 7.8 en 7.9):

& = div grad U ='1‘56—' (rz%ﬂ) + ——-l-——--a-a— (cosﬂ%q) +
r2 or r r? cos B B B
2
+ ] oy (7.10)

r?cos? B ¢
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Zonder bewijs vermelden we:

als in bolcoordinaten ¥y = (v, ,v, ,% ), dan

1 a(rv; cos B) a(rv,)
rot v = ( { - - N
= \r2cos B ap ¢
1 ' {bv1 a(rvs cos B) 1 {O(rvz) dv, })
r cos B Lag or Y or <~ 9P

(7.11)

Voorbeeld

zij v = (z, =2%, y) een vectorveld, div y = O.

Ter illustratie bepalen we de componenten van v in het cilinder-
coordinatenstelsel en daarna div v met behulp van (7.4).

Transformatieformules: x = x(r,p,z)

r cos @
r gin o
z

x
J
2

We projecteren v op de eenheidsraakvectoren aan de coordinaat-

lijnen: de projecties zijn de gezochte componenten Vs vw, vz.

De raakvectoren zijn opvolgend:

0x ox
Fri (cos ¢, sin @, 0) i I5el = 1
0x X
3; = (« r sin ¢, r cos ¢, O); 5; =r
ax ag_
-a—g = (090,1) 3 E-Z- =1,

v = (z, =2r cos ¢, r sin ¢) (dit is nog steeds in rechthoekige
coordinaten).
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1 oz

v, = 3% (v . 35) = 2608 ¢ - 2r sin ¢ cos ¢
ar
1 ox

o = Txy (¢ . a;) = -z sin ¢ - 2r cos® ¢
3y

v. = r sin ¢ (uiteraard niet veranderd)

Z

dus in cilindercoordinaten:

= (z cos ¢ = r sin 29, =~z sin ¢ = r - r cos 29, r sin ¢)

met (7.4): 1
divy =2 (z cos ¢ - 2r sin 2¢) +

+ % (=2 cos ¢ + 2r sin ¢) + 0 = O.

Toepassing
Zoek alle functies U die 1° oplossing zijn van de Laplace=
vergelijking AU = O en
2° alleen afhangen van de afstand r tot O.

Dus U(r) en uit (7.10) volgt dat AU = O overgaat in

U =
;% éL (p2 dU) 0 (*). We tonen (*) nog anders aan.

= U(r), dus de vlakken U = constant zijn bollen om O, dusdU

grad U heeft de richting van r en is in grootte gelijk aan T’

Beschouw de bolschil tussen de bollen met straal r resp. r+ir.

Flux door het omsluitend oppervlak is
- Ly p? dUé:) + b 2 du(r+ar) _

n (r + Ar i

_4d 2 dU(r+€)
= ‘-d—r-.- {lH'L' (r ‘Fe) dr }Ar'

Volume = 4n r?Ar, dus

div grad U = lim N = rz i

AV- o
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(*) geeft:

dus U=38B==~=, (7.12)

(U is niet gedefinieerd in 0)

Toepassing

Zoek alle functies U die 1° oplossing zijn van AU = O en
2° alleen afhangen van de afstand r
tot de z-as.

1 4

Dus U = U(r) en (7.5) geeft: s

oplossing volgt:

(r %g) = 0, waaruit als

U=Alog r + B. (logarithmische potentiaal)
(7.13)

Opgave : ,
Bewijs met behulp van (7.9) dat in bolcoordinaten (r,0,p), dus met

- poolhoek 6§ i.p.v. breedtehoek B als parameter:

8.

i v o A r2v,) . 1 a(vz sin 9) . 1 av,
- g2 dr r sin O 96 r sin 6 3¢
(7.14)

als v in dit stelsel de componenten (v ,v,,v, ) heeft,

Oplossing van de laplace~vergelijking: enkelvoudige polen

De vergelijking van Laplace (in rechthoekige coordinaten) luidt:

sto_ = 0. (8.1)

a¢ (r) = Pex * @ Z7Z

yy

In dit en volgende punten behandelen we speciale oplossingen van

(8.1).

Vooraf enkele opmerkingen.

o Z1J S een oppervlak met randkromme K, P een punt, B het bol~
oppervlak van de bol met straal a om P.
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De kegel met top P en richtkromme K snijdt uit B een oppervlak
met oppervlakte O.

Het quotient 5% is onafhankelijk van a.
a

Definitie: de ruimtehoek waaronder we S zien vanuit P is

gelijk aan -92—. (8.2)
al

Voorbeeld: Ligt P op S en S in een plat vlak, dan is deze
ruimtehoek gelijk aan 2=m.

Voorbeeld: Is S een boloppervlak met straal a, dan is een opper-
vlakte-element do te schrijven als do = a? 4Q,
waarbij dQ de ruimtehoek is waaronder we do zien
vanuit het middelpunt

j‘ da:jjfa2 dQ:a’JT aQ = 4n a2,
S

Is S een gesloten oppervlak en dQ de ruimtehoek waaronder we een
oppervlakte-element do zien vanuit een punt P, dan is

Ly aQ = Ln als P binnen S
- 10 als P buiten S,

, Gebruikelijke fundamentele grootheden in de fysica 2zijn o.a.
lengte, tijd, massa (fundamentele eenheden opvolgend meter,
seconde, kilogram).

De dimensie van een grootheid geeft aan hoe deze afhangt van de
fundamentele grootheden.

Symbolisch: [lengte] = Lj [tijd] Ts [massal] = M;

dus [oppervliak] = ; [volume] = L3 [snelheid] = 3
[versnelling] = L s [kracht] = 2;
[ruimtehoek] = 1 (dimensieloos).

In gelijkheden dienen alle termen dezelfde dimensié te hebben
(contréle-middel).

Puntbelegging met een enkelvoudige pool

P en A zijn punten met plaatsvectoren Ipenr (r # r).

Plaatsing van een massa m in P heeft tot gevolg dat een in A
geplaatste eenheid van massa een kracht ondervindt, gelijk aan
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- - ~ (gravitatiewet van Newton):
AN m
/ \\ . F(r) = = ——= (z-g;) (8.3)

Iz-zpl

(m > 0: kracht naar P toe; in P een
"put n)

Plaatsing van een lading e in P heeft tot gevolg dat een in A
geplaatste eenheid van positieve lading een kracht ondervindt,
gelijk aan (wet van Coulomb): :

F(r) = —— (z-r,) (8.4)

(e > 0: kracht van P af: bron; e < O: kracht naar P toe: put)

Is de ruimte gevuld met onsamendrukbare vloceistof en wordt in P
continu Q w’ vloeistof per seconde erbij gepompt, dan is in A de
stroomsnelheidsvector (zelf afleiden)

v(x) = —2—— (z-ry) | (8.5)
’-I»‘ltﬁ;‘_—_!_‘_Pl

(Q >0: in P een bron; Q < O: in P een put.)

Dit zijn drie analoge verschijnselen (bronsterkte Q £ + 4m e = = 4um).
P is het bronpunt, A het veldpunt. We werken verder met het eerste
geval, waarbij we dus ook m < O toelaten (m < O: bron; m > O: put).

We weten reeds dat het vectorveld een potentiaal bezit en divergentie-
vrij is:

F =grad ¢ met o(r) = Trer T (8.6)
r-Ip
div F = O. (8.7)
Dus Ap =0 alsr #r (8.8)
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Omgekeerd hebben we gezien: als ¢ = W(‘Ef£p|) en Ap = O, dan
Ci

¢ =+ T T

Is P een variabel punt-en m een functie van Tps dan zijn de
formules ook juist.

Lijnbelegging met enkelvoudige polen

K is het stuk s, < s van de ruimtekromme r n(s), s is de
booglengteparameter. De iljn is belegd met massa: de massadichtheid

is p(s)s ([Pl = il ).
De potentiaal van deze lijnbelegging is gelijk aan (p(s) en p(s)
nette functies)

s
2
o(r) = J\ lEﬁéf; I ds; r ¢.K (8.9)
81

Immers: verdeel K in stukjes ter lengte As, neem in elk stukje een
strooipunt P, dan is bij benadering de massa van zo'n stukje p(s ) As
en de potentiaal in punt r (vgl. 8.6) gelijk aan
p(sP) As p(sP) As
le-rpl 7 lz-p(spl] °

Verder gebruiken we, om te kunnen sommeren:
Bevinden zich in de punten P, en P2 magsa's m, en m, , dan is

A P B S e
1 2

In (8.9) heet r het veldpunt, p(s) het integratiepunt (in 8.6 was dit
het bronpunt).
Voor de berekende potentiaal geldt:

=00

Oppervlaktebelegging met enkelvoudige polen

Zij S een oppervlak, P variabel op S, en p(r ) de massadichtheid in

P ([p] = ML™ ) De potentiaal van deze oppervlaktebelegging is
gelijk aan (p nette functie; S een net oppervlak): .
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w(zrp) do
o(x) =ﬁ -m_ ; Eés (8.10)
S

Voor ¢ geldt weer: A¢p = O,

Bijzonder geval

Een cirkelschijf C (middelpunt M, straal a # 0) heeft een constante

oppervliaktebelegging p . Langs de as der cirkelschijf coordinaat z,
Zy = Oo .

M

De potentiaal in z is (P variabel

op C)
( a
b o

z -

a T
1
oo - | f « [ rogs
dus
o(z) = 2np (V224a? -|z]). (8.11)
") Z lzi
Veldsterkte F(z) = 3% = 2mp ( —— - =) (8.12)

2
lim  (2) = 03 lim F(z) = 05 ¢(z) ~ E%f— als z »e»,

[z | z |

(npa? = totale belegging, dus een potentiaal alsof alle belegging
in M geconcentreerd was) .

¢ is continu in z = 0: ¢(0) = 2mnpa. (8.13)
F is discontinu in z = 0: F' = 1lim F(z) = -~ 2mnp
Z;O
F~ = 1im F(z) = 2np
zZ4 O
dus sprong = F' « F~ = = Ly = bronsterkte in M. (8.14)

sprong van de normale ~lgeleide
of: R= - o= °

&
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Zij S een willekeurig~oppervlak met belegging ® , P een variabel
punt op S, n, de normaalvector in P en A(r) een punt op de normaal.

Volgens (8.10) is
w(zp) do
o(z) = jj\ lr-r *

Voor A = P hebben we een oneigenlijke integraal.
We snijden uit S een cirkelvormig gat C met middelpunt P en straal &,

o) e et

De eerste potentiaal en de afgeleiden zijn voor elke A op de normaal
continu. Voor de tweede potentiaal onderstellen we:C is een cirkel-
schijf en op C is p constant = u(gP). Voor de tweede potentiaal

geldt dan (8.13) en (8.14) en dit geldt dus ook voor ¢,:

+ -
wA =
(8.15)

( ) - (%%) = = 4mp = bronsterkte in P,

Voorbeeld van een randwaardeprobleem.
D is een gebied in het x-y-vlak.
We zoeken oplossingen van A¢ = O onder de voorwaarden:

9
. 3% (x,7,0) = 0 als (x,y)@ D

° %g (x,y,0+) = W (x,y)
als (x,y)€D
%% (x9y'0-) = =W (x,y)

®
fd
e
=]
S
—~
H
e
"
Q

®

Het probleem is op te vatten als een belegging van D met enkel~

+ youdige polen. De sprong der normale afgeleide is 2W(x,y) als

(x,¥) € D. Vergelijking met (8.10) en (8.15) doet ons als oplossing
proberen: (W = =2mp)

W(r ) do .
¢(£) = o(x,¥,2) = = u[[ ‘(P variabel op D).
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+ -
Dan is in ieder geval A¢ = O, (g—‘zg) =W, (-g—‘g) = =W,
Ook is lim ¢(r) = 0.

Izlew

Uit 0= - a J’ W_do
an 'VG-XP)Z +(:;'-yP)z ~n-(:z.-zP)z
D

volgt temslotte nog %SZE (x,y,0) = 0 als (x,y)éD.

Over de eenduidigheid der oplossing spreken we later.

9. De dipool

In P en Q bevinden zich een bron en een put van gelijke sterkte bv.
ladingen +e en -e of massa's -m en +m,
De potentiaal van deze belegging is

- e

r-rol

o(z) = Tzl © T

lim (P(‘J_?.) = 0,
P- Q

Stel rp = ry = o met nl =1,
dus & = afstand PQ.

We maken nu e variabel zodanig

dat e = %- met E. constant.

B 1 1.
o) =5 {lz_‘-gpwg_l - ~|;_-;_Pr}
= -E— (£ (zx+bn) - £(z))
dus (zie 3.1). |
r)=1im‘q>(r)=E(-‘E) = E &L,
oz 6o = 467 _, on
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Dus, als a de hoek is tussen n en (r-r;)

' ) 1 1
# = ag gD = PR 8 g

2.lr-Tp
=-E—E]5—=-EE—:£P—‘-. (9.1)

Ook is (P variabel)

¢o(r) = ~ E 5—2—; (TEJTPT) ==-En, gradP'T;_—";P-r. (9.2)

Definitie: ¢(r) is de potentiaal van de dipool in rp met
sterkte E en asrichting n.
De vector E met de richting van n en en grootte
E heet het dipoolmoment. (9.3)

Bewijs zelf:

¢(r) is een oplossing van A¢ = O en ook van A9 = 0.

Oppervlaktebelegging met dipolen (dubbellaag)

We veronderstellen een oppervlak S zo belegd met dipolen dat in elk
punt P van S de dipoolas loodrecht op S is en dat ten opzichte van S
alle bronnen aan dezelfde kant liggen. De dipoolsterkte zij u(gp).

De potentiaal van deze belegging in veldpunt A (voerstraal £)J
is gelijk aan (zie 9.2)

a 1
-Lf ‘p.(_I:P) do 3-1_-1; ——-l}'_"apl

c(")
e B

l

o(r)

lz-zpl3
3 P
= (6 is de hoek tussen n en roer)
> p(rp) cos 8
=ﬂ Trnn do. (9.4)

¢ voldoet aan Ay = O,
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gos 0 do . gelijk aan de ruimtehoek waaronder we dg zien vanuit A,

le-ry |2
Dus

? =J;f wlzy) a . (9.5)

Bij constante p is dus

¢ = qu‘dQ = uQ 4 (9.6)
S

2 is de ruimtehoek waaronder we S zien vanuit A.

Q >0 als 0K 6 < 4n (A aan de kant der "putten")
8 <0 als 4n< 6= (A aan de kant der '"bronnen").

¢ = lim o(r) = 18,
lz=zpl-o
0< 6 <in
¢* = lim o(r) = =p (4n -Q,)
lz-zg-o |
Inclgn
Dug ¢F = ¢~ = « bmp . (9.7)
Zonder bewijs:
dot 0 = )
GG = | (9.8)
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Opmerking 1 -

Vergelijk dit met (8.15), maar bedenk dat in (8.15) ¢ de gravitatie-~
potentiaal is, terwijl hierboven ¢ een electrische potentiaal is.
(In (?.15) is 4 de massadichtheid, hierboven is p de ladingsdicht~
heid.

Opmerking 2

Hierboven is niet nagegaan onder welke voorwaarden een en ander
geldig is.

Vborbeeld

Een boloppervlak B (straal a) is belegd met enkelvoudige polen, bv,
magsapolen, met constante oppervlaktedichtheid p.

Het veld is sferisch symmetrisch, de potentiaal ¢ zal alleen een
functie zijn van de afstand r tot het middelpunt.

Neem het middelpunt als oorsprong, het veldpunt A op de z-as (z ;,0)
en maak gebruik van bolcoordinaten (r,0,¢).

De massa van een oppervlakte-element is
pa? sin 6 40 dyg, en de afstand van A tot dit

massa-element:

Va‘+z‘~ 2az cos 0.,

Dus (zie 8.6)
2n

pa? sin 0 40 de¢
(p(Z) = V'z £ e
f=0 g0 ' *2 = 2az cos
= 222 (Jasz| - |a-zl).
In verband met de symmetrie vinden we dan (lr| =r):

2 .
#nia totalermassa als ¢ > a

o(zr) = ¢lr) = (9.9)

bnpa constant als r < a

Hieruit volgt in het bolcoordinatenstelsel;(7.8)

(- ﬁﬁﬂ%i’ 0,0) alsr >a

r
F(r) = grad o= - (9.10)
Q als r < a
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Verder is
0" =¢” = bnpa
E = (=47p,0,0)3 F =0

in overeenstemming met (8.15)

w(r)
$

F(r)

— — ] ————— o w— ——— ] v —— - -

Voorbeeld

Een cirkelschijf C (middelpunt M, straal a) is belegd met di olen,
bv. electrische dipolen, met constante sterkte n.

Langs de as wan C coordinaat z, in richting overeenstemmend met de
dipoolassen. Zy = O. A is een punt op de z-as, P een punt in C.

Al A= (0,0,2); P = (xpoypso)'

R,

(r-r,)
: Pa = ff p("P ; do

Volgens (9.4) is dan

|-

- . #ZJ]’ do
& (2 +x§,+yzp)%
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= (poolcoordinaten)

2an
= - quz ‘? r dr d¢

%
@=0 r=0 (zzfrz)?

Vz+a

Vergelijking met (8.12), waar p de sterkte van een enkelvoudige massa-
belegging is, geeft voor een punt op de as der cirkelschijf:
de potentiaal bij de dipoolbelegging is het tegengestelde van de veld-
sterkte bij een enkelvoudige belegging van de cirkelschijf.

" = =21, ¢ =+ 2mp

dus

o' - ¢~ = = bmp = - bronsterkte. (9.12)

Voor de veldsterkte vinden we:

F(z) = 2 o 2ma __ (9.13)
‘ 9z (22+a’);f

*
b

+++
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Opmerking
a Berekening met behulp van (9.6) als volgt.
/’\\ "~ Oppervlakte bolsegment = 2nx straal x segment=-
,/ 1N hoogte = 2n Vz2+a2 (Vz2+a? - 3),
/) = \ :
,/ , \\ Straal der bol = VzZ+a?
v 2 -
- 2R 2 -2 aan de bronkant
Vz2 +a2
P =
V22 +a2
2np X8 _+* 2 aan de putkant
Va? +a?

10. Volumebelegging

Een gebied G in de ruimte is belegd met massa. Volumedichtheid P
De gravitatiepotentiaal is (zie 8.6)

' p(rp) :
‘P(_I_') =J;J]' T;_'.:—I'_;T dz | (10.1?

Voorbeeld
G is een bol met straal a, p is comstant.

We berekenen ¢ eerst zonder hulp van (10,1). Het veldpunt nemen we
op de z-as (z > 0). De bol vatten we op als een superpositie van

schillen. De oppervlaktedichtheid op een schil met straal r =
edr 49 _ o4r. We vinden (zie 9.9)

do
P
= fpa
. . totale massa 3
z > a: P = > = p
z < a2 ¢ =¢@(r < 2) + ¢p(ten gevolge van de schillen met r: z<r<a).
%npz’ a "
= —-z——'— % - hmp P dr

Z
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Dus (veldpunt nu willekeurig; r = Ixl).

&%f&i als r > a
o(r) = (10.2)
2np (a? -'-;- r?) alsr<a
, - ﬂﬂﬂ%i als r > a
F(r) = -g;,—‘-’ = #3" (10.3)
: - gnpr als r < a

9 en F zijn continu in r = a.

I -

Wat hier anders is dan bij de lijn- en oppervlaktebeleggingen is
de waarde van Ag @

{'0 als r >a

- bnp als r < a (10.4)

Ay ;
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Immers :
_ _ 1 0 10
¢ = div F = (7.10) = el T Gl e

d 3 4 3

= ar( 3n:pa.) als r > a
= d 8 L 5

= ar(-31tpr) als r < a.

[Ook als volgt te zien:

flux = 1 {+ bwy2 | %npr - lm(r+dr)2 ﬁnpirwir)}
b r? ar 3
1 @
= - %np. i (r’) ==4 xp]

De vergelijking
Ap(r) = = 4 mp= bronsterkte (10.5)

is de vergelijking van Poisson. (p is hier de volumedichtheid der
massa)

We kennen dus een oplossing van (10.5) als
_ {constant binnen een bol
P =10 buiten een bol °

Zie namelijk (10.2).

Berekening van (10.2) volgens (10.1):

Voer bolcoordinaten ri90 ,¢ in met het middelpunt M der bol als
oorsprong en met de poolas door het veldpunt A (geen beperking: het
veld is bolsymmetrisch). P is het integratiepunt.

A

AP = Vr2 + r2- 2rr, cos 6
7| :
M AV = r? sin 6Ar, A8 Ag

L =0 @=0 ¢=0

J‘J‘J‘ p(_:r_'P) dt j’: ‘r j\n rf sin 6 dr, d6 d¢

9, = T = ,

A I=Ip P V2 +12 = 2rr, cOs O
) bol 1 1
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n
2 dr j sin 6 46

1 1
Vr? +r12 -2rr, cos 6

a
2npj‘
0

2np [
j r, Ur+r1l - lr-r1l} dr,
0

L}

r

Lnpa’

3r

als r >a

1

2np (22 -% ) alsr <a

We beschouwen nu een willekeurig gesloten gebied G met volumebe-
legging p (massadichtheid).
De potentiaal in een punt £¢G is dan (10.1)

p(rp) dr
¢(z) =J‘fj\ (r. is het integratiepunt)
- I-Ip =P

Door bolcoordinaten r, , 0, ¢ (met veldpunt r = (x,y,2) als middelpunt)
in te wvoeren, krijgen we voor (p(;_) de uitdrukking:

r

p(x+r, sin® cos ¢,y+r, sin 0 sin @,z+r, cos e)r;" sin 0 dr, d0d¢
o [l
G 1

Hieruit blijkt dat de integraal bestaat als re€G: de waarde noemen
we de potentiaal in r.

Indien het veldpunt r niet in G ligt, is A¢ = 0. Voor het geval r€G
schrijven we ¢(r) als de som

p(zp) dr p(rp) 4t _,
J:rf l!."Epl +J\J\J‘ lz—api = P14 ¥ @y
G~B B

waarbij B een bolvormig gebied met straal ¢ om het veldpunt r is.

De eerste integraal (p, genoemd) bevat geen singulariteit: A¢, = O.
De tweede integraal (o, genoemd) benaderen we door in B de belegging
p constant te nemen en wel gelijk aan p(r).

Volgens (10.4) is dan A¢p, = - 4mp(r).

&
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De gemaakte fout verdwijnt als we de limiet nemen voor ¢ - 0, en
als p aan bepaalde gladheidsvoorwaarden voldoet.

Dus als r€ G, dan Ap = AP, +¢,) = Ag; + L@, = = bnp(r).
Dit is ook juist als E?QG, omdat dan p(r) = 0. Voor alle r is dus

Ap(r)

= hnp(r)
bronsterkte in het veldpunt. (10.4)

(10.4) is de vergelijking van Poisson.

Een oplossing van deze vergelijking kennen we dus:

plrp) drt
oo <[] I

met ¢ is ook ¢+¢ oplossing, als ¢ een willekeurige 'oplossing is
van Aq} = o.

Resumé

Uitgaande van het veld met potentiaal ¢ = ?—i, hebben we speciale
oplossingen gevonden van de vergelijking van Laplace: Ap(r) = O en
van de vergelijking van Poisson: A¢(r) = Q(r).

(De vergelijking Ap = O is het standaardtype van de zogenaamde

elliptische differentiaalvergelijkingen)

Hieronder sommen we de verschillende gevallen nog eens op. Daarbij

is e de lading in een punt, u de ladingsdichtheid (op lijn, oppervlakte

of gebied), r, het integratiepunt en r het veldpunt.

. (Voor gravitagiepotentialen vervang® men e en 3 4oOr -m resp. =p).
In alle gevallen is de veldsterkte gelijk aan F = grad ¢.

Enkelvoudige polen

-

Puntbelegging in P: o(z) = T}-TE;T s L £ rpe
Ap =0 als r # rp.

Belegging wvan een kromme K:

~ wlrp)
o(z) = o1 dss £¢K.

x = Ep

Ap =0 als £¢ K.



Belegging van een oppervlak S:

- pnlzp)
¢(£)=J‘ ——p—zg—ds r#S.
S

[ z-rpl o=
Ap =0 als r%S.

dp\t 3
(g_l) - (a—n-%) = Li-“}l(gp).

Belegging van een gebied G:

o - [ et
plr) = dt
= ) r-rpl

4 wp(r)
0 als £¢G.

i

Ae
dus Ag

Dipolens; sterkte E, asrichting n.
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Puntbelegging in P: ¢o(r) ==-E :E_E_F_ = B = o T =

Ap = 0O als r # Tpe
np «(z-rp)
Oppervlaktebelegging: p(r) = '-’JT E(zp) Trz — 99
3 r-Ip
Ap = O als
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11. Stellingen van Green

In het nu volgende is G een gesloten gebied in de ruimte met rand-
oppervlak S en zijn ¢ en ¢ gegeven functies op G, die daar tweemaal
differentieerbaar zijn. n is de t.o.v. G naar buiten gerichte normaal
in een punt van S. Wanneer verondersteld wordt dat ¢ (of ¢) een
harmonische functie is (d.w.z. 9 voldoet aan Ap = 0) wordt dit

steeds vermeld.

Het divergentietheorema (4.6) luidt

o sac-ffanm

Substitutie hierin van v = grad ¢ geeft (zie ook 3.3) de eerste
stelling van Green:

J‘Lf Ap dT = ifg% do - (11.1)

Hieruit volgt:

Ap = O in G=>“ g—ﬁ- do = 0. (11.2)
0B

Substitutie van v = ¢ grad ¢ in (4.6) geeft (zie ook 4.12):

jf (bap + vo . vo) dr =j]‘¢ %% do (11.3)

G S - .
Verwisseling van ¢ en ¢ en aftrekken geeft de tweede stelling van
Green:

B} 09 _ o020

J‘J‘J‘(mp - 9AY) ar '.U (¢ 5%- -9 5a) 49 (11.4)

G S
dus

Ap = O en AP = 0 in G==>J]'¢g—%do =ff¢g-%do
' [ - S -

(11.5)

Zij Q een punt buiten G met plaatsvectpr g, r een variabel punt in
Genry = |r-gls voor de functie ¢ = -~ geldt in G: 4¢ = O.
Q

L



PD-58

We substitueren deze ¢ in (11.4):

Ap = 0 in G@j‘j‘ (r an (Pan (;—5')) do =0 (11.6)
voor elk punt Q#G.

de func
Hieruit volgt onder meer dat op SY9 en a niet willekeurig voor te

schrijven zijn. (Door ¢ op S te geven zl,]n de tangentiele afgeleiden
van ¢ uiteraard wel bepaald.)

[Analogie met het 1~dimensionale geval: gegeven is voor een functie
f(x) een gewone tweede~orde differentiaalvergelijking op segment
[a,b] en bovendien de functiewaarden f(a) en f(b). f'(a) en £'(b)
zijn nu niet meer vrij te kiezen. We hebben hier met een randwaarde-
probleem te maken, niet met een beginwaardeprobleem waar f en f'
in een punt gegeven zijn.]

Zij nu P een punt van G met plaatsvector p, r variabel in G,

1
rp = lz-ply ¢ = 3

—. ¢ en AP bestaan niet in p.
B

Zij B een bol met straal & om P met rand S'., (11.6) geeft:

8 -
o
Ap = 0 in G=>JT( 5% _)dG +
a_l.
r

(_rl t.0.v. G-B naar buiten)

Voor r& S' is rp = 6, n tegengesteld gericht aan r-p, dus

LI N R 1
6£rP rp b
Dus
o
() Pyoas = [T 222, 1)
\U‘(rpa&"" ag)d"‘ff(bag_ ¢ ot a9
St St

H
<
35
1

8
<

]
fe

o)
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. . . . a .
¢ is harmonisch in G (ook in p), dus 3% is eindig op S' zodat de

eerste integraal eindig is. Volgens de middelwaardestelling is

XS ¢ dQ = Lny(s), waarbij s een punt van S' is.
S'

Hieruit volgt

lim ‘ﬂ’ (;L_g_ﬂ - @ ai-;:l-) do = - 4me(p)

6~ o Sy P = =P
zodat
bng(@) = [ G- 32 - 0 55 () a0 (11.7)
S P "= - 7P
waarbij rp = lr-pl.

(representatiestelling der potentiaaltheorie)

We merken op:

1° Als Ap = O in G, is ¢ in G bepaald wanneer ¢ en %% op ge rand
van G gegeven zijn. We weten al dat in dit geval 6 en 3% niet
vrij te kiezen zijn op S. Hieronder (randwaardeproblemen) gaan
we hier nader op in.

2° JT éL %% do is de potentiaal in P ten gevolge van een enkelvoudige

(ladings~) belegging van S met dichtheid - %%.

J]jw £y (-—0 do is de potentlaal in P ten gevolge van een

dipoolbelegging van S met sterkte ¢ en asrichting n.

Dus elke oplossing van A¢ = O is te schrijven als de som van de
potentiaal van een enkelvoudige belegging en de potentiaal van een
dubbellaag.

Voor we de randwaardeproblemen van Dirichlet en Neumann bespreken,
substitueren we ¢ = ¢ in (11.3):

JT (pd¢ + lgrad ol?) ar =jf<p %% do . (11.8)
G S -
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f(r), r €S en g(r), r€S zijn op S gegeven functies.

Het eerste randwaardeprobleem (Dirichlet):

zoek de functies ¢ zodanig dat A¢ = O op Gen ¢ = f op S.

We tonen aan dat (p. éénduidig bepaald is. Veronderstel dat ¢, en
¢, oplossingen zijn. Voor ¢ = ¢ = @ geldt: &¢ = O op G en

¢ =0 op S,

Uit (11.8) volgt danj‘f |grad ¢l dt = O dus grad ¢ = 0 op G .

(op geisoleerde punten na), dus ¢ = constant op G. Maar ¢ = O op S,
dus ¢ = O op G, zodat ¢ = @, .

Er is dus hoogstens één oplossing.

Op de existentie gaan we nu niet in.

Opmerking: Door ¢ op S te geven, ligt g—% vast.,

Het tweede randwaardeprobleem (Neumann)

Zoek de functies ¢ zodanig dat Ap = O op G en T(E g op S,
Stel ¢, en @, zijn oplossingen. Voor ¢ = ¢ - <p.: geldt Ap = O

op G en g—% = 0 op S. Uit (11.8) volgt dan weer ¢ = constant op G,
dus ¢, =@ *+ Co.
Twee oplossingen verschillen dus hoogstens een constante.

d¢

( De voorwaarden &¢ = O en 3 -8 laten deze mogelijkheid toe. )

]
Opmerking: Door¢ op S te geven, ligt -5% vast.

Beschouw de integraal uit (11.6) en (11.,7) als functie van p

ff anr (p.:_g.-(;'!;)) do

brg(p) als p €G
0 als 2_4 G.

]

I(p)

Hierbij is rp = lr-pl.

&
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7ij s€8, I'(s) = 1im I(p), I'(s) = lim I(p)
s =5
R¢8 R$E

dan is

I'(s) - I () = = hnglp).

Deze sprong is afkomstig van de dipoolpotentiaal

-Htpa-—a (= ) do (vgl. 9.7 en 2° opm. bij 11.7)
n rp
S

Verder geldt:
4Ln d¢p) als p€G

oI, On .
an 0 als p_#.G
or.*  81.” 3¢lp)
dus ('5-9: - ('53. = - 4z in

(vergelijk 8.15 en 2° opm., bij 11.7)

We passen (11.7) toe op het geval dat S een boloppervlak is met
middelpunt M, straal R.

bnoy =ﬂ‘(g-(§ . %—4» Q. -;—2) R? aQ
=Rﬂ§%d@ +J\f ¢ 4Q.
- S

Als A¢ = O binnen S, is J‘ %% aR = i;—JTQ-Q- do =0 (zie 11.2)

on

Dus
als A9 = O binnen een boloppervlak S, dan is

¢ (middelpunt) = T:_uﬂ‘ ¢ dQ (11.9)
S

Opmerking 1: zonder bewijs:

als voor elke bol binnen een gebied G (11.9) geldt,
is A¢ = 0 in G,
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Opmerking 2: ,
Als we de differentiaalvergelijking

L4 + @ =0
XX ¥y

benaderen door de differentievergelijking

i
(o]

29 e n,me1 = nm * Pn,me1

®netm ~ ““nym

n=-1,m +e

vinden we

wn,m =% (¢n+1,m + wn-1,m + ¢n,m-1 + wn,m+1)

Opmerking 3:

Zij G een gesloten gebied met randoppervlak S, ¢ een harmonische funktie
binnen en op S en r een inwendig punt van G.
Voor elke bol om r die geheel binnen S ligt, geldt

o(r) = —— j}‘ @dR = gemiddelde waarde van ¢ over
bolopp. bolopperviak,

¢(r) kan dus nlet de maximumwaarde van ¢ zijn, tenzij ¢ comstant in
een omgeving van r. Dit geldt voor elk inwendig punt r van G.
Analoog voor het minimum van Qe

Dus: de extreme waarden van een op een gesloten gebied G harmonische

functie worden op de rand van G aangenomen. (11.10)
(vergelijk het maximum-modulus principe uit de
functietheorie)

Hieruit volgt weer de eenduidigheid van de oplossing van het probleem
van Dirichlet: uit ¢ = 0 op S volgt

Prax = Pmin = O dus ¢ = 0 op G,
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Opgaves G is een gesloten gebied met rand S, p€G, r variabel €aG,

p T lz-pl, ¢ = L.

Op G is een funktie ¢ gedefinieerd em Ay

Tp

= Q(z).

Bewijs met behulp van de tweede stelling van Green:

9 1 Q(r)
time (p) -”% o~ &) ® f

Als Q(r)

12. Tweedimensionale velden

= 0, is dit formule (11.7).

Physisch zijn twee-dimensionale velden niet realiseerbaar. We
kunnen deze velden echter opvatten als de beschrijving van drie-
dimensionale velden waarin het coordinatenstelsel zo gekozen kan

worden dat wvoor

en

De rotatie

kan hier opgevat worden als een scalaire operatie:

We werken nu verder in het platte vlak:

Merk op:

U
v

U(x,y)
(u(x,y), v(x,y),0)

rot v = 0.1 + 0. + (

- v
lrotl v = 5 -

<le
®

U

A

U(x,y)

(u(x,y), v(x,¥y))
(OU 3U)
0x® 0y

ou av

grad U =

div (u,v) = |rot| (~v,u)

-

scalaire funkties U en vectoren v geldt:

(12.1)

(12.2)

(12.3)

(11.11)



Een richtingsvector n wordt gegeven door n = (cos a, sin a),
zodat bij voorbeeld

ou ou oU
Ei = 5= €05 o + Iy sin a. (12.4)

Is x(s) = (x(s), y(s)) een ruimtekromme, waarbij s de booglengtepara-

meter, dan is de eenheidsraakvector x(s) = (%, %%). Voor de normaal

in x(s) op de kromme zijn twee richtingsmogelijkheden:

a(s) = (£ _d_x, e E—-).
= s

Voor de omloopszin bij gesloten krommes wordt afgesproken:

y tegengesteld aan die van de wijzers van een
uurwerk (het binnengebied steeds aan linker-
kant)o

::: Dan is n = (%%, - %ﬁ) t.0.v. het binnengebied

| x naar buiten gericht.

De stelling van Gauss in twee dimensies luidt:
(D een gesloten gebied in het platte vlak met rand K; n de t.o.v.
D naar buiten gerichte normaal op K)

JT (%;1_: + -g%’r-) dx dy =J‘1 . nds (12,5)
D K

Dit is ook direkt te zien. . -
' du v _ du v ..
ff (ax + ay) dx dy —jdyf Fope dx +J\ duf iy dy =
D

N
J v IV

J

|
¢ 11T, Y137
X X

= jdy {u(xI,y) - u(xII,y)} +J‘ ax (v(x,yIv) - v(x,yIII)}

Q Q F F
“ =£udy-fudy+£*.*dx-fvdy
P

E
(1) (I1) (xv) (III)
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De stelling van Stokes in twee dimensies luidt:
dv Qu
J]’(ax - ay) dx dy \[ v . ds (12.6)
D K
Ook weer direkt in te zien:
v ou ov 0u
ff (ax'ay) dx dy fdyjax dx -I de‘ay dy
D .
=‘§‘v dy +‘§\u dx =‘§‘z_. ds

K K K

Poolcoordinaten (r,0; kromlijnig, orthogonaal)

X =1 cos O
y =1 sin 0

grad U = (5;, % 5—) (12.7)
gvy =2 a(::r) + % :;b | (12.8)
AT 12 32 ;12— 2—52;‘1 (12.9)
lrotl ¥ = % 6(2;6) - % :;r (12.10)

Opgaven:

a) Bewijs (12.6) uit (12.5).
b) Bewijs (12.7) en (12.8) uit de definities.
¢) Als v = (u,v) in het rechthoekige coordinatenstelsel en v = (vr,ve)

in het poolcoordinatenstelsel, bewijs dans

vr =z=1necos O + v sin 6
vb =1 sin 6 + v cos 6

Druk ook u en v in vr en VQ uit.
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d) Bewijs (12.10) uitgaande van

frot| v = %% - %% onder gebruikmaking van c).

We houden ons nu bezig met oplossingen van AU = O,

De elementaire oplossing, d.w.z. de oplossing die alleen afhankelijk
ie van r = Vx?+y?, kunnen we vinden met (12.9):

1 8 au
;-g;(r-&-‘)_o.

Hieruit volgt:
U(r) =C, logr +C,, r £0.

Dit is ook direkt te zien. Met een tweedimensionale bron ter sterkte
Q in de oorsprong is de flux door elke cirkel gelijk aan Q.

Dus 2nr V. = Qs
= =2 (v = —2_
of | V. = 5 (¥ pv—r r)

=2
zodat U > log r + Cz.

U, de zogenaamde logarithmische potentiaal, is de potentiaal van
een enkelvoudige puntbelegging.
U(r) is singulier in O en inw,

Een physische voorstelling van deze potentiaal krijgen we door uit
te gaan van een enkelvoudige massa~belegging der z-as met constante
dichtheid p. In elk vlak [ z-as hebben we hetzelfde veld.

De potentiaal in (x,y) is

00
U(x,y) = L4z et r? = x? o4 g2,
r2 472
Dit is een divergente integraal.

Met een belegging van de z-as tussen z = -A en z = A vinden we voor
de potentiaal

T(x,y) = S RS e B vy,

Vr? 72

en voor de veldsterkte-componenten:

oy,
= dz
F = —— = «px = (z = r sinh A)
X ox .fi (r2+zz)9g

i

L

- Q%E tanh Ay met sinh A =
r
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F =28y
en F1,y = 2 tanh Ay .

Nu geldt voor

F =1lim F =- é%"

A-» o0 r
en F =1im F = - 28%
y A-»co y I‘z

(F =-2L1)

dat het juist de veldsterkte is behorende bij een enkelvoudige
belegging van de oorsprong met potentiaal U(r) =-2p log r.

De verklaring ligt in het feit dat een vermeerdering van U met een
term die alleen van A afhangt de veldsterkte niet doet veranderen.

Voor een enkelvoudige pool in een punt A is de potentiaal
=2 -
U = 5= log lz-z,l +C,

en de veldsterkte

F o2  (por ) (12.11)
= omlp-r, 12 T —A
=A

.De potentiaal van een digool'in punt A ter sterkte E met asrichting
n= (cos a, sin a) is analoog met die van een dipool in de ruimte:

U(z) = - E g- log lz-z,|

9
E EE; log lgngl

(x-xA) cos o + (y-yA) sin «

= - B
(x-xA)2 + (y-yA)2
n e (r"’r )
= o E oA (12.12)

lgpgAf
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De stellingen van Green

Zij ¢ een funktie, gedefinieerd op een gesloten gebied D in het
platte vlak. K is de randkromme van D; n de t.o.v. D naar buiten
gerichte normaal op K. Substitueer v = grad ¢ in (12.5):

= al
J]‘ (o . * q’yy) dx dy an ds (12.13)
' K (1° stelling van Green)
dus F)
Ap = 0 op D=> | 3= ds = O. (12.14)

K

Substitueer v = ¢ grad ¢ in (12.5)

I (grad ¢ » grad ¢ + ¢Ap) dx dy =f¢ g% ds (12,15)
D K

Verwisseling van ¢ en ¢ en aftrekken:
JT (pap = @AP) dx dy =f () e _ 0] i’-i) ds (12.16)
on on ¢
D K
(2° stelling van Green)

Hieruit volgt

=0en Ap = O op D=>J-(¢ %‘12{ - @ %%) ds=0 (12,17)
& n n

Stel nu p vast in D, r variabel in D, rp = lz-pl, ¢ = log r;
en Ap = p(x,¥).
Om (12.16) te kunnen toepassen beschouwen we het gebied D-C,

waarbij C, de cirkelschijf (p,5) is met rand C,
Ap = O op DbC,, dus (12.16)

If N 2 8 log rp
p(x,y)log rp dxdy = | (a_r_x_ log rp = ¢ T) ds
K
r Q log r
(1 P
+ (HE log Th =~ @ T) ds.

L,
c
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De limiet voor & - O van de integraal in het linkeylid bestaat,
hetgeen men gemakkelijk aantoont door eerst poolcoordinaten te sub-
stitueren. Overigens blijkt het ook uit het volgende.

Op C is rp, = b, da = 6 46,

9 log Tp 1
—a =~ want n gericht als p-r,
n Tp = =
zodat
9 log r
d¢ - ——F =
P ,J‘(an log rp = ¢ ——5—) ds
—bo - ==
j\(-— log & + 2)6 de =
6-*0
1im {56 log & j‘a e +\Y ® do
6—o0 C
2T
lim 0dd6 = 2np (p).
5b—~o A
i} 1og rp a
o(p) = Gp log r ) ds + ZK‘[T p(x,¥y)log ro dxdy (12.18)
(3° stelling van Green)
en
0 log r
) .
Ap = 0 op D =y o(p) = -2-1— j —2= _a—;e log rP) ds. (12.19)
2 n

Bijzonder geval. Het gebied D is een cirkel met straal R en middel-
punt M, terwijl A¢ = O op D,

Dus
3dlogr
- L M _ 2
(M) = 5= J‘(w e o log rM) ds
K
A e A f?}f
= 5. J\ ] ds - 5 log R n ds
K
(12.14) 2n
= > ds ¢(R,0) 4o
K (o}
dus

@(M) = gemiddelde waarde van ¢ over K. (12,20)
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Evenals in drie dimensies volgt hieruit:

de extreme waarden van een op een gesloten

gebied D harmonische funktie worden op de

rand van D aangenomen. (12.21)
En hieruit:

het tweedimensionale probleem van Dirichlet heeft
hoogstens één oplossing.

De funktie van Green

D is een gesloten gebied met rand K. f is een op K gedefinieerde
funktie, Het probleem van Dirichlet: zoek funkties ¢ met Ap = 0
op Deno¢p = f op K.

We weten al dat er hoogstens één funktie is. Volgens ("2,19) is ¢
bepaald door

1€

1 9 log Tp
o) =3 | (o s " log ry) ds

waarbij pe D en rp = |r-pl.

We proberen nu voor ¢(p) een uitdrukking te vinden waarin geen
afgeleide van ¢ voorkomt.

Laat ¢ voldoen aan Ap = O op D en ¢ = log rp OP K (¢ kan niet overal
op D gelijk zijn aan log rp want log rp is niet gedefinieerd in P).
Volgens (12.17) is

o-J'(q, 2030 e

Dus

9 log r
= —_——P %
¢(p) = ZnMr (£ TR T log ry) ds
K
en
= 8¢ ']
0 = J‘(f 5n log rp 62) ds
K

zodat aGP 4

o(p) = % ds met G, = 3= (log Ty ~ ). (12.22)

K

Het probleem van Dirichlet is dus opgelost, indien de funktie G
bekend is. De funktie G_ heet de funktie van Green van de eersge
soort voor het gebied D. (Die van de tweede soort treedt op bij het
probleem van Neumann.)

e
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GP heeft de volgende eigenschappen:

1) Voor elk punt # P van D is AG, = 0.

2) Op K is G = 0.

3) G, heeft in P een logarithmische singulariteit:
in een omgeving van P is

Gy = g; log ry + reguliere funktie (12.23)

We bepalen GP voor het geval dat D een cirkelvormig gebied met

straal R is. “
Neem de oorsprong van het coordinatenstelsel in het middelpunt van D.

We gaan over op poolcoordinaten (p,0). Q is het spiegelpunt van P
t.0.v. de cirkel:

/‘Q P -2
A?\ -7 ° Pp
Y - = =
J O P G, (4) = G,(p,0) =
1 1
2n log rp = Frad

Voor de funktie log o = log lr-gql geldt: Alog Ty = 0 op D.

Nemen we ¢ = log rQ + log C, C onafhankelijk vanp en6, dan is
AGP = O op D, behalve in P, en ¢ regulier op D.
Verder is GP = 0 op de rand, als

log C = log ry - log r

Q
Tp |z=pl
dus C=;—Q—=T}E.
r

De verhouding ;2 heeft voor elk punt r op de cirkelrand dezelfde

waarde. (Ga dit naj; de gegeven cirkel is de cirkel van Apollonius
behorende bij P en Q).

p

Voor de waarde vinden we -I?P. Dus aan de eisen (12,23) is voldaan door
G(Pﬁ)--l-lo - 2= 1o F-)-F-r
pWe’/ = 37 108 Tp = 37 108 | Tg

rP = AP

2 - -
Vo2 + pL = 2ppy cos () 6,)
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R’ R?
rQ-—AQ=\/p’ +3;- 2p =— cos (6 = eP)

Pp
zodat , R? r;
GP(P,G) = Tn log FT;_;T
Q
2 2
1 R*(p®* +p% = 20p; cos (6 - 8))
= mlog 2 2 5 2 °
Pp P + R = 2R PpP cos © - BP)
Opmerking 1
Verwisseling van p met pP en 0 met BP verandert de waarde niet,
dus
GP(A) = GA(P)
of
GpP’eP(P,e) = G’p’a (PP,GP) = G(p Oe ;pP’eP)o
Opmerking 2

Inderdaad is GP(R,B) = 0,

’De oplossing van het probleem van Dirichlet voor deze cirkel is
(£(6) gegeven op de rand)

on
G : G
(p(pP,GP) _ff(e) FY ds _.R‘[ £(8) {%p-n de
X ° B
2on R? - p;,
=R J\ £(6) 3 > a6
J 2nR(R'+ pp = 2R P, cos (6 -0.))
T 2 2
1 R -fp
= 5% £(0) " " de
: R+pP-2RPPcos(3-3P)
(de integraal van Poisson)
Opm,1
27
1
q;(o,eP) = —ZFJ‘ £f(®) d9, in overeenstemming met (12.20).
)
Opm.Z

Men kan bewijzen dat w(R,BP) = f'(ﬂp).
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De funktie van Green is symmetrisch, dat wil zeggen

GP(Q) = GQ(P), PED, QED. (12.24)

Hierbij is D weer een gesloten gebied met rand K, ¢ een funktie op
Dmet A) =0 op Den ¢ = log rp OP K, terwijl

Gp(r) = (log ry - ¢).

—1-.
2n
Bewijs:
Laten I, en D, cirkelvormige gebiedjes zijn om P resp. Q met rand
C, resp. G, en straal b, resp. 0,. Zij R variabel in D.

2
Op D-D, - D, is AGP(R) =0en AG,(R) = Oenop Kis G, =0 en

Q
GQ = 0.
Toepassing van (12.17) geeft dan
G 3G oG aG
—2 .G T —92_.qg — =
f (G 3 GQag)ds-l- (Gpa_ GQaE)ds 0.
c, c,

Nemen we nu de limiet voor & - O en §, » O, bedenkend dat op D, de
R . _ 2 : .
functie GQ regulier is en GP = 5 log rp + reguliere funktie (en

analoog voor Ié), dan vinden we

GQ(P) - Gp(Q) =0

(vergelijk de berekening voor de derde stelling van Green).

ave e) Bewijs het volgende. Het probleem van Dirichlet voor een
driedimensionaal gebied L met randoppervlak S is opgelost zodra we
voor L een funktie Gp(g) geconstrueerd hebben, die aan de volgende
eisen voldoet (P is een punt van L met plaatsvector p)

1° rel =>AGP = 0.
2° Voor r in de omgeving van P is
1
Golr) ==+ ¢

P
waarbij ¢ een reguliere funktie is en rj = le-pl.

G
De oplossing van het probleem luidt dan: ¢(p) = = i%Jl‘¢ 352 ds.

De funktie Gp(r) is de funktie van Green (van de 1° soort) voor het

gebied L.

&
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Opgave f) Bepaal de funktie van Green van de eerste soort voor een
bol met straal R. . :

Antwoord: ) ) -3
Gp(g) = (pp +p = 2p,P cos a) s

- R (R* + ¢ sz - 2Rzppp cos a)'% (12.26)

waarbij pp = lply p = lzl, @« = £(p,r).

Theorie der complexe funkties

Een complex getal z is een geordend tweetal reele getallen:
z = (a,b). a is het re€le deel, b het imaginaire deel van z:
a = Re(z), b = Im(z).
De definities voor optellen en vermenigvuldigen zijn zodanig dat,
als we schrijven z = a + bi, de rekenregels voor de reele getallen
gelden waarbij we # kunnen vervangen door -1 en omgekeerd.
Dus
(a+bi) + (c+di) = (a+c) + (b+d)i

(a+bi)(c+di) = (ac~bd) + (ad+be)i.
Aftrekken eﬁ delen zijn omgekeerde bewerkingen, bv.
1 c o d

+aL - i.
¢ S +d? c?+d

De getallen z = a+bi en 7 = a-bi heten complex-geconjugeerd.

De modulus |z] van z = a+bi is gelijk aan Va? +b? = V zz.

De complexe getallen kunnen 1-1-duidig worden toegevoegd aan de punten
van een plat vlak, door in dit vlak een rechtsdraaiend rechthoekig
coordinatenstelsel te kiezen en het punt P(a,b) toe te voegen aan het
getal a+bi, Heeft P de poolcodrdinaten (r,a) dan is

In(z)

a Re(z)

z = a+bi = r(cosa + i sina).
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z is door r = |z | en het argument a eenduidig bepaald.
Omgekeerd: r is door z eenduidig bepaald, q is door z bepaald op
veelvouden van 2r na: cos & = Bﬁﬂﬁ s Bina = %Eﬂg .
Onder de hoofdwaarde van arg z verstaan we de waarde van die
voldoet aan ’

-1t <0 LNo

De funktie arg z maakt bij doorgang door de negatiéf—reale as een
sprong ter“grootte 2N,
Met poolcoordinaten wordt de vermenigvuldiging:

(a+bi)(c+di) = r(cos @ + i sin a)p(cos B + i sin B)
= rp(cos (@+B) + i sin (@+B)).
‘Dus Iz, 2l = lz,ll 2,
en arg(z1zz) = arg z, + arg z,.

" Vraag: kunnen we in deze laatste regel de hoofdwaarden der argumenten
nemen?

vo ix
We tonen nu aan voor X reeel: cos x + 1 sin x =e

Voor @ en x reeel kan de funktie z = X gedefinieerd worden door

dz
ax

Z(O) = 1.

= 2z

Opgave a)

Bewijs: * eBx = er+ﬁ)x.

We definiéren nu de funktie z = ei* door
dz
— = iz
() 4%
Z(O) = 1

z(x) moet dus voldoen aan

= -
z(0) =1
z1(0) = 1.

Hiervan, en ook van (*), is de oplossing

z(x) = cos x + i sin x.
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eix = cos x + i sin x (Buler)
cos X =% (e:i‘x + e'ix)
2 ix ~ix
gin x = 51 (e - e ) (13.1)
dus
cos ix = cosh x
sin ix = i sinh x
Opgave b)
2, +3 z, z
Bewijs: e ' 2 =e ' e 2.
Opgave c¢)

Bepaal alle oplossingen van sin z = 5i. De vermenigvuldigingsregel
wordt nu

(a+bi)(c+di) = (r eia)(p eiB) = rp ei(q+ﬂ)'

Functies van een complexe veranderlijke

Stel V is een verzameling van complexe getallen. W _is een (eenduidige)
funktie van z, gedefinieerd op V, indien aan elke z€V volgens een
gegeven voorschrift één getal w is toegevoegd: w = £(z). Met z = x+iy,
w = u+iv is £(z) dus .gelijkwaardig met twee reeéle funkties van twee
reele variabelen: .

w = ulx,y) + iv(x,¥y).

We zullen echter verder gaan dan deze interpretatie en voor complexe
funkties differentieerbaarheid eisen op dezelfde manier als bi] reele
funkties van een reéle variabele (bijvoorbeeld willen we als afgeleide
van z? de funktie 2z, van sin z de funktie cos z).

7Zij G een open gebied in het complexe z-vlak, w = £(z) is continu
in zoe G, indien bij elk getal € > O een getal b 0 is aan te geven
zodanig dat

z €G

lz-zol <b =>| £(z) - f(zo)l <E€E.

We schrijven lim £(z) = £, indien bij elk getal ¢ > O een getal

2+ 2
&)

& > 0 is aan te geven zodanié dat

gielz-zl <6}¢|f(z) -Ll<e.
o
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De funktie w = f(z)‘is differentieerbaar in zoe G, indien

f(zo + Az) - f(zg)

lim

Az -0 Az
bestaat. We noteren deze limiet met ( ) = f'(zo):)de afgeleide van
£(z) in Z z,

Het bestaan van de limiet houdt in dat de waarde onafhankelijk is wvan
de richting waarlangs Az naar nul gaat.

Stel Az = Ax + iAy = 6(cos ¢ + i sin ¢) = b o1?
ie
f(zo + Az) - f(zo) f(zo + 6e77) - f(zo) -io
lim e = 1im 5 e
Az~ O 6+ o

= 1lim B—{u(x +5 cos ¢,y +06sin Q) + iv(x +6cos ¢,y +bsin @) +
b+ o

- u(xo,yo) - iv(x )} o~

o’yo

u(xo+ b cos ¢,y +0sin P) - u(xo+ 6 cos ¢,y)

Sin(P'f’ eoe *

#

lim {

5- o & sin ¢

+ ose * see )} o1

= {sin ¢(%§) +C0S ¢(%§) +i sin w(%%) +i cos ¢(%¥) }(cos¢ =1 sin ¢)
o o o )

ou v du dv
2 d 2 35V -2 A4
= COS w(ax)o+sin w(ay)°+sincpcos (p((ay).o + (ax)o) +

+i{cos? ¢(——) -gin? ¢(—-) +s8in ¢ cos w(( ) -( ) )}
o

(De vier partiele afgeleiden bestaan omdat de limiet ook moet bestaan
als ¢ = O en als ¢ = {7n)

Aan onze eis, dat de limiet onafhankelijk is van ¢, is voldaan indien

du v du, v
(_ & (.—- = O en (_— - (—) - 0. (Ga na)
oy o ox o ox o oy o

We hebben zo gevonden:

Als w = £(z) differentieerbaar is in z, en we schrijven z = x+iy,
w = u+iv, dan
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du du 0v Ov

1) bestaan = % =% oy

2) is voldaan aan de volgende differentiaalvergelijkingen van

Cauchy-Riemann
v
ox oy
Gu _ 21 ; (1302)
dy = ox
3) en £1(2) = %% + 1 %%
cou _, Ou

Definitie: De funktie f(z) is (regulier-) analytisch in een gebied G,
indien f(z) differentieerbaar is in elk punt z €G.
De funktie f(z) is analytisch in een punt zoelG, indien

£(z) analytisch is in een omgeving van z .

Zonder bewijs:
%%, %%, %% en oy bestaan, continu

Als in een gebied G de funkties 3y
zijn en voldoen aan (13.3), dan is £(z) = u(x,y) + iv(x,y) een

in G regulier-analytische funktie. (13.4)

Opgave d)

Bewijs dat de bekende regels voor het differentiéren, ook de ketting-
regel, gewoon doorgaan.

Zonder bewijs: Is f(z) een in G analytische funktie,

dan is ook f'(z) amalytisch in G. (13.5)
Opgave e)
Bewijs: als £(z) = constant, dan £'(z) =0
als £f(z) = 2 (n geheel), dan £'(z) = az®"1,
Opgave f)

Bewijs dat de funktie f(z) = Re(z) in geen punt analytisch is.
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Opgave g)

Bewijs: als f(z) differentieerbaar is in z , dan is £(z) continu
in z_.

o
Uit (13.2) volgt (nogmaals differentieren en daarna elimineren):
ais £(z) = u(x,y) + iv(x,y) analytisch is in een

gebied G, dan voldoen u en Vv in G aan de vergelijking
van Laplace

w=2L+=X=0
= 3 =0
ox 3y

Uiteraard geldt de omkering niet (zie 13.2)., Later zal blijken dat
v op een constante na door u bepaald is; u en v heten geconjugeerde
funkties.

x-y: 3 f£'(2) = 22
2xy
Verifieer (13.2’ 3’ 6)0

Voorbeeld. £(z) = 2% {u
v

non

sin x cosh 'y § £'(z) = cos z.
cos x sinh ¥y

Verifieer (13,2, 3, 6).

Voorbeeld. £(z) = sin 2z} {u
v

Voorbeeld. £(z) = e”; {11 e cosy s £'(z) =e”.
v e* sin y :

Verifieer (13.2, 3, 6).

Definitie: log z = log |lz| + i arg z.

De logarithme is dus een meerwaardige funktie. De hoofdwaarde van
log z, die we krijgen door voor arg z de hoofdwaarde te nemen, is
een eenduidige funktie. Het vlak vertoont dan een snede, nl, de
nalfrechte {x £ 0, y = 0}. log z is niet gedefinieerd in z = 0.

Stel x < 0. Per definitie is log x = log |x| + im,
terwijl

log (x+iy) = log Ix| - ix.

1o

Aan de snede maakt log z dus een sprong ter grootte 2ni.
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Als z = x+iy, £(2) = u+iv, dan geeft f(z) = log z:

u = log Vx’+y’, v=arctan£-+ Oalsx >0,y >0 ,
0Oalsx >0, y<O0
=R als x <0, ¥y<O
+n als x <0, ¥y >0
au oy x du dv y 1
= — R e = f' - IS
ox ~ Oy ==x“'-c-y” oy ox s a (=) z

Beschouw v en u opvolgend als de componenten van een tweedimensionale
vector v = (v,u).

o~ , u _ ov _
De vergelijkingen (13.3): aax _gy = 0
v u
oax T ¥y 0
kunnen worden geschreven als |rot| v=0
div v = 0.

Met behulp van de divergentiestelling (12.5) en de circulatiestelling
(12.6) volgt dan: voor een gesloten gebied D met randkromme K geldt
(omloopszin van K en richting der normaal als in 12):

Ig_.g_dszf divzda=0
K D
f .ds:fflrotl
K D

Dus: is f£(z) = u(x,y) + iv(x,y) een op D analytische funktie, dan is

do = O,

i<
j<

0 | (13.7)

f (vdy -~ udx)
K .

en

]
(o]
®

f (vax + udy) (13.8)
K

Beschouw een rectificeerbare kromme K in het complexe z-vlak met
parametervoorstelling

z(t) = x(t) + iy(¢) t, Stgt

AN B®

Onder de integraal van een funktie f(z) 1angé K verstaan we
tB tB
. - dz = dx .4y
J‘f(z) dz = f £(z(t)) : dt = I f(z(t))(dt + ldt) at

d
K £y ) (13.9)
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Zonder bewijs: Als f(z) continu op K, dan bestaat de integraal

(13.9).
Stelling: Is £(z) analytisch binnen en op een gesloten kromme K,
dan is
f £(z) dz = 0 ’ (13.10)
K

(Hoofdstelling der complexe integratie of integraal-
stelling van Cauchy)

Bewijs:
Lf £(z) dz = J\(u+iv)(dx+idy)
K K

=‘j\(udi-vdy) + i Jw(udy+vdx) =0
K K

(Zie 1307, 8)

Gevolg: Zijn Ks en K, twee krommen met dezelfde grenspunten en
an

is f£(z alytisch op K,, op X, en in het tussen-gebied,
dan is

K, K, ff(z) dz = Jﬂ £(z) dz (13.11)
K, K,

Voorbeeld (Knopp, Funktionentheorie)

£(z) = Re z = x.

1+4
We berekenen f(z) dz langs twee wegen:
=0
(I) z = (1+i)t, 0Lt £ 1 1
ITb
(II) a) 2z = t, 0L ¢t £ 1 >
b) z = 1+it, 0Lt L1 IIa
1+4 1
£(z) dz -.-f t(1+i)dt = -;— (1+1)
(o]
(1)
1+i 7 1 ;
f £(z) dz=f t dat +j1.idt=§+i
. o o o)
(I1)

(Vergelijk opgave f)
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Voorbeeld.
C is de cirkel om z = O met straal R: z = R eie, 6 parameter.

\[\f(z) dz =i R Janf(R eia) R as

c o
dus, n willekeurig,

en
J\zn dz = i RJ gD 1m0 18 4
C o
(2ri alsn =<1 (£f(2) = -l-)
= 1 °
R 2{(n+1)ni
=T (e =1) als n # =1

Dit is in overeenstemming met (13.10): als z < O, is £(z) niet
regulier in z = 0 zodat j‘z dz niet noodzakelijk gelijk is aan nul.

We hebben gevonden:
Is C de cirkel met straal Rom z = Zgo dan is

j‘ dz_ _ ong
2=Z

d o
n
é\(z-zo) dz = 0 als n geheel # =1,

(13.12)

Singuliere punten

z, is een regulier punt van £(z) als f(z) analytisch is in z3

anders heet z, een singulier punt.

Stel z is een geisoleerd singulier punt voor de functie f£(z), d.w.z.
£(z) is analytisch in een omgeving van z , maar in z, niet differen-

tieerbaar.

z, is een ophefbaar-singulier punt, indien lim £(z) bestaat.
Z =% :
4]

n
Is n het kleinste natuurlijke getal waarvoor (z—zo) £(z) analytisch
is in Z,9 dan is Z, een pool van de orde n.

Bestaat zo'n getal n niet, dan is z, een essentieel-singulier punt.

&
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Het punt z = =

Het complexe vlak wordt afgesloten door één oneigenlijk punt, z = =,
Het gedrag van een funktie f£(z) in z = is per definitie het gedrag
van f(- ) in z = 0.

Dus £(z) analytisch in z ==, als f(%) analytisch in z = O.

Z = o is een pool van de orde n voor f(z), als z = O een pool van

de orde n is voor f(%).

Voorbeelden. f(z) = % heeft een pool van de orde 1 in z = O.
£(z) = 22 heeft een pool van de orde 2 in z = =,
£f(z) = si; > heeft een pool van de orde 1 in z = k=xn

voor elke k, want gIEE; is analytisch
in 2z = kne
£(z) = co: ~ heeft onder andere een pool van de orde

1in z ==,

Stelling: Zijn K, en K, positief-georienteerde gesloten krommen
die elkaar nfet snijden en is f(z) analytisch op K,, op
en in het tussengebied, dan is

tr £(z) dz = J1 £(z) dz (13.13)
K,

Bewijs: Stel K, binnen K,. Het binnengebied van K verbinden we
door een "kanaal" met het buitengebied van K,. De over-
blijvende stukken van K, en K, noemen we K} en K} en de
grenslijnen van het kanaal LenL (L, //L,).

Volgens (13,10) is nu j\f(z) dz = O waarbi]
w
X, Of
j\ £(z) dz + Jﬁ £(z) dz - Jq £(z) dz + J‘ £(z) dz = 0.
K: L1 K; L2
Laten we nu de afstand van L, tot L, naar nul gaan, dan is
if £f(z) dz = = ﬁr f(z) dz (tegengestelde orientatie), terwijl

1 2
K: en K; overgaan in K1 en Kz.
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Is K een gesloten kromme, zijn K1,...,K.m

gesloten krommen binnen K zodanig dat elk
dezer krommen buiten de andere ligt, zijn
K, K

4 1
analytisch op de randen van K en K,

so++ K positief georienteerd en is £(z)

(p = 150..,m) en in het tussengebied van K en

K.p, (}l = 1’aaa’m), dan is

m
ff(z) dz = § yf(z) dz (13.14)
% »=1 K,

Bewijs: Analoog boven.

Stelling: Is ¢(z) op en binnen een gesloten kromme K analytisch,

Bewijs:

Ogmerking

dan is

¢(a) als a binnen K
A o) 4, o
2rni K Z=a 0 als a buiten K

(integraalformule van Cauchy) (13.15)

Als a buiten K, dan léf—; analytisch op en binnen K,
dus volgens (13.10)

fﬁ?l dz = 0,
X Z=3.

Stel a binnen K en laat C een cirkel om a zijn, binnen K,
met straal 6. Volgens (13.13) is dan

j"&P(z) i =£M . fn ﬁL«*igffl a® ¢*%)

Z=a Z=a
X be

T
i Ja o(a +-6eie) de = (6 naar nul) = 2ni ¢(a).
o

De funktie ¢(z) is binnen K dus bepaald door haar waarden op K,
als ze analytisch is op en binnen K.

Is f(z) analytisch in een gereduceerde omgeving van a (dew.z. a is
uitgesloten), dan is er een cirkel C om a waarbinnen f(z) analytisch
is., Zijn K, en K, twee gesloten positief-georienteerde krommen om a
en binnen C, dan is (13.13)
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J\ £(z) dz = J\ £(z) dz.
K

K1 2

De uitdrukking
1 ‘ ,
5m3 f(z) dz (13.16)

is het residu van £(z) in a.

Notatie: (Res.f)z=a.

De waarde is dus onafhankelijk van de keuze der kromme.
Stelling: Is f(z) op en binnen een gesloten kromme K analytisch,

met uitzondering van een eindig aantal singuliere punten

8, geeeyy binnen K, dan is

m
2 £f(z) dz = > __ (Res.f) . (Residu-stelling)
2ni =3 z=a,,

% =

Bewijs: Om elk punt 3y slaan we een cirkel Cu zodanig dat ay het
enige singuliere punt binnen Cp is. Dan is (13.,14)

m m
1 1
EE;\J‘f(z) dz = E 5T £f(z) dz = E (Res.f)z=a o

X r=1 =1 B

Heeft f(z) een enkelvoudige pool in z = a, dan is

(Res.i’)z=a = 1im (z-a) £(2z) (13,17)
Z-»a .

Bewijs: Stel ¢(z) = (z-a) £(2); ¢(2) is analytisch in een omgeving
van z = a, dus als C een cirkel om z = a is binnen deze
omgeving, dan is (13.15)

U (z) _

57 | Yoy 4z = 9(a)
c

of

lim (z~a) £(z).
Zz—>a

Enl{f £(z) dz
c

Voorbeeld. K is een gesloten kromme om z = O.

1 1
5n3 > dz = 1.

K

&
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Toepasgsing

Bereken f
z24+1 ) (z 2+l+)

Met kwadraatafsplitsing:

J” 1im f dz
- (22 +1)(z +4) Row ) o (z241) (2%+4)

i

R ’ §
lim (j— - '—,‘,L) dz
R Jo 2 +1 z°+h4

= lim [3- arctan z - 3 arctan —] ®
R0 ~R
1.
Met de residu~stelling:
£(z) = ] heeft enkelvoudige polen in

Neem als integratieweg de kromme K gevormd door het stuk ~-RL z KR
op de reele as en de halve cirkelboog C om z = O met straal R in het
halfvlak Im(z) > O.

1
SeT £(z) dz = (Rgs.f)z___i + (Res.f)z=2i
K 21 z-24

Py

lim + lim =
/-\\ z-i (2241)(2244) z- 21 (2241)(2%+4)
> 11 1

T 6L T 7L T 12d

dus ff(z) dz =j\3 f(z) dz +ff(z) dz = %n
K C

=R

dus J‘ dz = %n, want
o (2241) (2244)
1im dz =mf iRéeede -0
Ry, (2241)(z7+4) (r2 e#741)(R? &14)
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T 7]
omdat l i R e ap |
(r? eai'e-»'l)(R2 eZie#«-)
o
ie 2
<R max i Re TR

< .
0gogn l (R? 20 41)(R? 210 41) ‘ Y (R2-1) (R2-4)

Toepassing
& cos x :
Bepaal j‘ R dx (a > 0) (MacRobert, Functions of a complex variable).
x€ +a
)
Voor complexe integratie schrijven we liever
<o ©0
fcosx dx:%j‘cosxdx.
5 x? +a’ %% +a’

Nemen we als contour weer de kromme K uit het vorige wvoorbeeld, dan
is de schatting van cos z langs C nogal lastig.
Daarom

1 mcos x 1 eix + e"ix
-z-j —— X = T f ——————e X =
x° +a? x? +a?

~c0 a» 0o
co ix 200 ix :
(2] 2 x)-1 [ 2.
») x2+a? J 2 +a? °“x’+a"'

iz

langs de kromme K. £(z) heeft enkelvoudige
z? +a? ~a

We integreren f(z) =

+ e
polen in z = = ia, waarvan z = ia binnen K ligt. (Res.f)Z=ia = 51
dus R » =2 . =2
ff(z) dz =f £f(z) dz + J‘ £(z) dz = 2ni 515 = =
K =R c
".ei R(cos 6 +i sin 6) i8
| £(z) dz =|f s Riede |
R® e + al
C [
«R sin 6
"R S
R =~ a
dus lim ff(z) dz = O
R oo ¢
dus T dx = ne™® en ¥ cos x dx = ne
‘ ¥ +a? a ¥ +a? 2a  °
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Opgave h)
f dx
Bereken ———— met complexe integratie.
x24+x+1
-0 L
Opgave i)

Stel z = R 10 (- n< 6< 1, R>O).

Bewijs: (k)f % = log R + 18

waarbij k een kromme is die de negatief-reele as niet snijdt.

Cauchy~-hoofdwaarde

Stel a < ¢ <b, If(x)|—=» als x=»c¢ en f(x) integreerbaar op elk
deelsegment van [a,b] dat ¢ niet bevat.

b
We noemen .f f(x) dx en oneigenlijke integraal en definieren

a
b c=~ 0,

J\f(x) dx = lim f f(x) dx + liui vr £(x) dx
a 6‘* ° a & ¥o c+b,

indien deze twee limieten bestaan.
Het is echter mogelijk dat deze limieten niet bestaan, terwijl wel
de limiet
c=0 b

1im f £(x) dx + X £(x) dx )

6 Vo '
a c+ b
bestaat.

b
We noemen deze limiet de Cauchy-hoofdwaarde van‘f f(x) dx, geschreven
a

b
cnwf £(x) dx.
a

Voor een convergente integraal is

CHW fb £(x) ax =fb £(x) dx.
a

a



Voorbeeld

C0
° j‘ x> dx is een divergente integraal.

- 00

Echter

0 R
CHWJ‘x’«dx=lim ¥ dax = lim (ER

® J; %f is een divergente integraal.
-2 ’

Echter ’

=6
dx : dx dx
x = lim f‘x—rx)
6o

-2 -2

CHW

65do
log 3 - log 2.

‘De lineaire transformatie

P89

lim (log 6 - log 2 + log 3 - log &)

De funktie w = f(z) is een afbeelding van het complexe z-vlak in het
complexe we-vlak, dus - als we deze vlakken als identiek beschouwen -

van het complexe z-vlak in zichzelf,
We beschouwen enkele speciale gevallen.

w = az (a complex).

Dit is de identieke afbeelding als a = 1, een draaiing om z

|lal] = 1, een dilatatie als a reeel > O en in het algemeen dus de

samenstelling van een dilatatie en een draaiing.

w=az+b (a en b complex).

= 0 als

Dit is een afbeelding, samengesteld uit dilatatie, draaiing en trans-

latie, gehele lineaire funktie genoemd.,

Invariante punten: 2z ng en z = « ,

B2
w o= —

(R reeel), z = r eiq’:w == e .
Z

Het punt z en het beeldpunt w liggen dus op dezelfde straal uit z =

&

0,
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E
z
///ﬂ z terwijl voor de moduli geldt |zliwi = R?,
Men noemt deze afbeelding:
\\\~‘///R ' inversie of spiegeling aan de cirkel om z = O
met straal R.
De invariante punten zijn de punten |z] = R.
w =;o o
Dit is een spiegeling aan de reele as. Invariante punten: Im(z) = O,
2
w = R is dus een afbeelding, samengesteld uit een inversie aan de

z
cirkel (z = O, R) en een spiegeling aan de reele as.
Invariante punten: 2z = R en z = =R,

2
De afbeeldingen w = az + b en w = %r zija 1-1-duidig als a # O,

Onder een lineaire funktie (of Mobius-transformatie) verstaat men
een funktie van het type

=2z +b - ’
= g Met ad - be £ 0. (13.18)

We onderstellen ad # be, omdat het dan.een 1=1=duidige funktie is-*
_=dw + b
T cw -a’

az + d

De»funktie w = oz 7 2

is te schrijven als

en is dus kennelijk een afbeelding, samengesteld uit de translatie:
z! - 6z + d, de inversie aan de eenheidscirkel gevolgd door spiegeling

aan de reele as: z" = é% en de gehele lineaire funktie:

- 1‘! 11} g—
w= (b~ 2) 2"+ T

2 . .
Stelling. De funktie w = %T (R # 0) heeft de volgende eigenschappen:

¢ ¢€en rechte door z = O wordt op zichzelf afgebeeld;
een rechte niet door z = O wordt op een cirkel afgebeeld
die door z = O gaat, en omgekeerd;

o een cirkel die niet door z = O gaat, wordt afgebeeld op
een cirkel die niet door z = O gaat.

Bewijs
Stel z =x + iy, w = X + 1Y,
2 -2
w = %‘- geeft X = Rx ¢ I = —R—-z-, X241’ = R"/(x2+y’).

G x2+y2 x2+y
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De vergelijking van een cirkel in het z-vlak luidt:
x2 +y +2ax +2by +¢ =0
of

2ax 2by c _
1+ 2 2 T2 2V 2 27 0
X +y X 4y X +y
2 o2
dus 1 4 2aX _ 2bY . c(X*+Y°) =0
B R? R*
of

c(x?*+1%) + 2a R*X - 2b R’Y + R' = O,
Dit is een cirkel die niet door z = O gaat.
z

De oorspronkelijke cirkel gaat door
dan een rgchte lijn dig niet door z

= 0 als ¢ = 03 het beeld is
O gaat.

Uit w = %; volgt z = %r, dus het omgekeerde geldt ook.
De vergelijking van een rechte door z = O luidt

ax + by = 0,
waaruit volgt aX - bY = O,
Gevolg: De funktie w = =2 : g (| l # O0) beeldt de verzameling der

cirkels en rechte lljnen op zichzelf af,

Opgave j)
2
Bewijs dat door de funktie w = %: cirkels, die de cirkel (z = 0, R)

loodrecht snijden, in zichzelf #%rden overgevoerd.,

Opgave k)
az+b ag+hb
Bewijs: als [ = ;};—:—a% en w = 2C - dz dan w z: : 2
2 2

met (3 by - (% By B

Zonder bewijs:

Bij drie verschillende punten z,, 2,, 2; is er precies één lineaire
funktie die deze punten afbeeldt op drie gegeven verschillende punten

Wi W Wy (13.19)



PD=-92

14, De integraal van Puisson

Als f£(z) analytisch is in G, K een gesloten kromme in G om a,
dan is

e = 5 | 42
K

en stellen a =r e ',

///’—‘af We nemen nu voor K de cirkel C (z = 0, R)
\\\\_ . |

c Op C stellen we z = R eie,
Dan is
~ 21 ie
ie 1 j‘ £(R e 0) 10
f(r ") = i Re  de
2ni R io_ r ei¢
)
R _t@eth o
2"v R-r el(¢'e)
o
_ ;L.ﬂan £(R %) (R- r cos(p-8)+ ir sin(p-6)) R &
anb R® + r? - 2Rr cos(y-6)
(14.1)
Het spiegelpunt van a aan C, dit is het punt R®/&, ligt buiten C,
dus , 7
2n ie
_ 1 £(z) f(R e )
°'2n1f _3‘{“‘21:[ Tte-0) 40
a

J‘ £(R eia)(r- R cos(p=6) + iR sinfp ~6))r P
an + r? = 2Rr cos(p=8)
(14.2)

Optellen geeft

2n
£(r e¥) = J-j" {2(r &%) . —2iRc sin(p-0) } ae
an R? + r2 - 2Rr cos(p-0)

[«

dus (zie 12.20)



2(r e®) - £(0)

Aftrekken geeft

ipy _ A

[»)

Schrijven we f(r el?)
u(Ryp) = glo), v(R,9)

u(r,p) - u(0)

v(0)

v(r,o)

1 27
u(r,o) Z‘J‘
‘ )

1 27N
v(r +9) Y

oS

2n

) ggr" £(R %) sin(p-8)
® R? + r? - 2Rr cos(p~0)

(R?-r?) £(r &%)

R? + r? - 2Rr cos(p-0)

L

u(r,p) + iv(r,9) en stellen we
h(p¢), dan vinden we

gg‘fa“ n(8) sin(6-9) 46
" {  R? + r? - 2Rr cos(o~y)
Bg‘fzﬁ g(e) sin(p-0) a8
" I R +r? - 2Rr cos(p-6)

(R?-r?) g(8)
R + r? - 2Rr cos(p=-0)

doé

(R’ =r®) n(e)
R?2 + r? « 2Rr cos(p-0)

de
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(14,3)

(14.4)

(14.5)

(14.6)

(14.7)

(14.8)

We hebben de integraal van Poisson weer gevonden (u en v voldoen
aan Au = O resp. Av = 03 vgl. blz. 72).
Bovendien hebben we in (14.5) en (14.6) u(r,p) en v(r,p) uitgedrukt

in elkaars waarden op

Nadering van r tot R moet in (14.7) en (14.8) opleveren u(R,) = g(p)
en v(R,9) = h(p); vergelijk opmerking 2 bij de integraal van Poisson

(b1z.72).
Nadering van r tot R

g(9) = u(0) = =—

en 1
h(p) - v(0)

£

C.

in (14.5) en (14.6) geeft
NS Tt 1
w(6) cot E-(O—w) de
(.

A2 T 1
g(8) cot 5 (p-0) do

(14.9)

(14.10)
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Dit zijn divergente integralen, waaraan we een betekenis kunnen toe-
kennen door de Cauchy-hoofdwaarde te nemen:

1 PrE f‘ )
g coes + seooloe
an

c$ ° ] Q+E

We komen hierop terug.

We beschouwen de funktie w(z), analytisch in Im z > O. Neem voor K de
kromme gevormd door het stuk [-R,R] van de reele as en de halve cirkel~
boog C met straal Rom z = O, gelegen in Im(z) > O. :

Zij a+bi een punt met b > O, gelegen binnen K.

C
1 w(z) _
Zni.J’z-a-bi dz = w(a+bi) | ae
x =R >
of K
i6 ie

1 w(z) 1 ™ w(r e™Y) iR e

— DNrZ . Az + de = w(a+bi).

Zni\[z z~a=bi zni‘i R eie - a - bi

De limiet voor R naar oneindig van de tweede integraal is nul wanneer
we veronderstellen dat op C de funktie w(z) naar nul gaat als R naar
oneindig gaat.

Dus

w(x) dx 1 w(x) (x~a+bi) :
X-a-bi ~ 2mi I () + ¥ dx (14.11)

. 1
w(a+bi) = Sni

§<—8

a~bi ligt niet binnen K, dus analoog

= = i w(x) ax _ 1 w(x) (x~a~bi)
0= 2ni J1 x-a+bi =~ 2=ni ‘f (x-2)% + b dx. (14.12)
Optellen geeft

w(a+bi) = é& (x-2) w(x) . (14.13)

(x=a)? + b

Aftrekken

w(a+bi) = % J1 AZE—E§¥1—7F dx. (14.14)
X-a) + b

-
P c0
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Schrijven we w(a+bi) = u(a,b) + iv(a,b) en stellen we u(a,0) = u(a),
v(a,0) = v(a), dan vinden we

<0

u(a,b) = & j‘ E’}:::; :(:) dx (14.15)
v(ab) = - f %332—:—%} dx (14.16)
alap) =2 [ (x_‘;;f)* - (14.17)
v(a,b) = 2 f (x_:§f)+ 5 ax (14.18)

Hierdoor zijn u(a,b) en v(a,b) uitgedrukt in elkaars waarden op de
rand Im z = O,

b a 7
Opmerking, === = (= log V(x-a)‘+(y=-b)") 3
(x~a)’ + b° g y=o

dit is de potentiaal van een dipool in a+bi met
asrichting_l reéle as (zie 12.12).

Nadering van b tot nul moet in (14.17) en (14.18) opleveren
u(a,0) = u(a) en v(a,0) = v(a). We gaan dit na:

lim% r___‘L(Z‘_}.__.z_ {b J‘ _Eg‘_)_:l’:.(.il dx +
blo J (x~a) + b b&o J_ (x-a)*+ b

b dx
+ = u(a) I s
k 5 (x~a)%+ bz}

= (in laatste integraal x = a + b tan 0)

<0

c 14m B (x-a)ut(a)+4(x~a)2um(a)e...
bbo * J_ (x=a)? + b2

&

b/(:OS2 ] ae

+ 1im b u(a)
o T 2 2
b /cos® 6

blo

e
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lim — u'(a) log V(x-a)i+ b’ ¢ 0 + u(a) = u(a).
blo

Substitutie van b = 0 - in (14.15) en (14.16) geeft de divergente
integralen

w(z)
z=a«bi

Uitgangspunt was de integraal Zligr dz.

Als b = 0, komt a+bi = a op de integraalcontour te liggen. We nemen
daarom een nieuwe contour K!' die uit K ontstaat door het lijnstuk
(a-¢, a+c) te vervangen door een halve cirkelboog C; om a met straal
g, gelegen in het bovenhalfvlak. K" analoog met de halve cirkelboog
(J2 in het onderhalfvlak.

c
c'/* a
R~ 6 a R R0 & =
K® K

De ilimiet voor R naar oneindig van de integraal over C is weer nul.
Dus

w(z) -
Zﬁf dz = 0 =>

= suf[ e [ 1 Be. [ Ealeo ©
a+e C,
21:1 f W(Z) = w(a) =
K"
1 A”E w(z) F w(z) w(z) o
@ﬁ{f z-adz*a£sz-adz+£ z._adz}=w(a) (**)
a0 A
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7
= -i‘f w(a + eeie) ae.

o

of (zie b1z.88)

1 [ wx)
m{caw j‘ s ax - nw(a)} =0

s - -]

dus

w(a) = 1{"5.' CHW J‘ :(_x; dx.

Daaruit volgt

1 (x)
u(a) = — CHW j\ s ax (14.19)
v(a) = - T cmw ‘f :(_"; dx. (14.20)

Een analoge beschouwing van (**) levert geen nieuws.

We willen nu een verband van (14,19, 20) met (14,9, 10) aanbrengen
door middel van een lineaire transformatie w(z) die het halfvlak

Im (z) > O afbeeldt op het cirkelvlak |z | £ R. Hierbij moet de rand
Im(z) = O met behoud van orientatie overgaan in de ramd |z| = R,

We dienen dus van drie punten de beelden voor te schrijven (zie 13.19)
zodanig dat (14,19) overgaat in (14.9).



